LICENCIATURA EM

MATEMATICA

GEOMETRIA ANALITICA

FACULDADE DE TECNOLOGIA E CIENCIAS EDI.IDAI;AEI A DISTANCIA



GEOMETRIA
ANALITICA




SOMESB
Sociedade Mantenedora de Educacao Superior da Bahia S/C Ltda.

William Oliveira
Presidente

Samuel Soares
Superintendente Administrativo e Financeiro

Germano Tabacof
Superintendente de Ensino, Pesquisa e Extensao

Pedro Daltro Gusmao da Silva
Superintendente de Desenvolvimento e Planejamento Académico

André Portnoi
Diretor Administrativo e Financeiro

FTC-EAD
Faculdade de Tecnologia e Ciéncias - Educacao a Distancia

Reinaldo de Oliveira Borba
Diretor Geral

Marcelo Nery
Diretor Académico

Roberto Frederico Merhy
Diretor de Desenvolvimento e Inovacdes

Mario Fraga
Diretor Comercial

Jean Carlo Nerone
Diretor de Tecnologia

Ronaldo Costa
Gerente de Desenvolvimento e Inovagdes

Jane Freire
Gerente de Ensino

Luis Carlos Nogueira Abbehusen
Gerente de Suporte Tecnolégico

Osmane Chaves
Coord. de Telecomunicagdes e Hardware

Joao Jacomel
Coord. de Producédo de Material Didatico

MATERIAL DIDATICO
Revisao de Texto
Producao Académica
Carlos Magno Brito Almeida Santos
Jane Freire | Gerente de Ensino Marcio Magno Ribeiro de Melo

Gessiara Carvalho | Coordenacéo de Curso o .
Producao Técnica

Ricardo Luiz Queiroz Freitas e Paulo Henrique

Ribeiro do Nascimento | Autor(a) Joao Jacomel | Coordenacao

Adriano Pedreira Cattai e Paulo Henrique Ribeiro do
Ana Paula Amorim | Superviséo Nascimento | Editoracio

Equipe
André Pimenta, Antonio Franca Filho, Angélica de Fatima Jorge, Alexandre Ribeiro, Amanda Rodrigues, Bruno Benn, Cefas Gomes, Clauder
Frederico, Francisco Franga Junior, Herminio Filho, Israel Dantas, Ives Araujo, John Casais, Mércio Serafim, Mariucha Silveira Ponte, Tatiana
Coutinho e Ruberval da Fonseca
Imagens
Corbis/Image100/Imagemsource

copyright © FTC EAD
Todos os direitos reservados e protegidos pela Lei 9.610 de 19/02/98.
E proibida a reproducao total ou parcial, por quaisquer meios, sem autorizagio prévia, por escrito,
da FTC EAD - Faculdade de Tecnologia e Ciéncias - Educagao a Distancia.

www.ead.ftc.br



Sumario
Transformacfes de Coordenadas 9
1.1 Translac@o de EiXOS . . . . . . . . o o e 9
1.1.1 Método do Complementode Quadrado . . . . . . . . ... ... . ... 11
1.1.2  EXercicios Propostos . . . . . . . . . e e 12
1.2 Rotacdo de EiX0S . . . . . . . . 12
1.21 AEquacdo Geralde GrauDois . . . . . . . . . . .. e 14
1.2.2  EXercicios Propostos . . . . . . . . . . .. 15
Conicas 16
1.3 INtroduGaio . . . . . . . e e 16
14  APardbola . . . . . . 16
1.4.1 Os Principais Elementos da Pardbola . . . . ... ... ... ... ... .. ...... 16
1.42 As Equacdes PadroesdeumaParabola . . . . ... ... ... ... ... . ...... 17
1.4.3 EXercicios Propostos . . . . . . . . . . .. 19
1.5 AEIPSe . . . e 20
1.5.1 Os Principais Elementos da Elipse . . . . .. ... ... ... ... ... . ... . ... 20
15.2 As Equagdes Padrdes deuma Elipse . . . . . .. .. ... ... . 21
153 ACircunferéncia . . . . . . . . e 23
1.5.4 EXercicios Propostos . . . . . . . . . . . . e 23
1.6 AHipérbole . . . . . . . e 25
1.6.1 Os Principais Elementos da Hipérbole . . . . . .. ... ... ... ... ........ 25
1.6.2 As Equagles Padrbes de uma Hipérbole . . . . . ... ... ... ... ........ 26
1.6.3  Exercicios Propostos . . . . . . . . . . 28
1.7 AEquacdo Geralde GrauDoiseasConicas . . . . . . . . . .. i 29
1.8 AEquacdo GeraldasConicas . . . . . . . . . . . e 30
1.8.1 Diretrizes das Elipses edas Hipérboles . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 31
1.82 EXercicios Propostos . . . . . . . . . e 31
1.9  Surgimento da Geometria Analitica . . . . . . . . . ... . 34
2.1 Coordenadas Polares . . . . . . . . . e 35
2.1.1  EXercicio Proposto . . . . . . . . . e e 36
2.2  lIgualdade entre Dois Pontos em Coordenadas Polares . . . . ... .. ... ........ 36
2.2.1  EXercicios Propostos . . . . . . . . 36
2.3 Determinagdo Principalde umPonto . . . . . . . . .. ... 37
2.3.1  EXercicio Proposto . . . . . . . . . e e 37
2.4  Transformacdes entre Coordenadas Polares e Retangulares . . . . .. .. ... ... ... 37
2.4.1 EXercicios Propostos . . . . . . . . i 37
2.5 Distancia entre Dois Pontos em Coordenadas Polares . . . . . .. .. .. ... ...... 38
251 Exercicio Proposto . . . . . . . . . 38
26 Equacdo Polar . . . . . . ... e 38
2.7 Conjunto Abrangente . . . . . . ... e e 38
2.7.1  EXercicios Propostos . . . . . . . . i 39
28 EquagBoPolardaReta . . . . . . .. .. . ... 39




GEOMETRIA ANALITICA

2.8.1 Equacao Polar da Reta que ndo PassapeloPélo . . . ... ...... ... ...... 40
2.8.2 Equacao Polar da Reta que PassapeloPolo . . ... ... ............... 40
2.8.3 CasoParticularesde Retas . . . . . . . . . . e 40
2.8.4 Exercicios Propostos . . . . . . . . . 40
2.9 Equacdo Polar da Circunferéncia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e 41
2.9.1 EXercicio Proposto . . . . . . . . . e e 41
210 SIMEtrias . . . . . . e e 41
2.10.1 Simetriaem Relagdoao EixoPolar. . . . .. ... .. ... ... ... .. . ... ... 41
2.10.2 Simetria em Relac¢éo ao Eixo a grad ............................ 41
2.10.3 SimetriaemRelagdoaoPdlo . . . . . . . ... 42
2.10.4 Curvas Simétricas em Relagdo aum EixoouaumPonto . . ... ........... 42
2.11 Tracado de Curvas em Coordenadas Polares . . . . . . ... ... .. .. ... ...... 43
2.11.1 EXercicios Propostos . . . . . . . . o e e e e 45
2.12 Curvas Notaveis em Coordenadas Polares . . . . . . . .. .. . ... . . ... 45
2.12.1 LIMACONS . . . . v v o e e e e e e e e e 45
2122 ROSACEAS . . . . . o i i 46
2123 Lemniscatas . . . . . ... e e e a7
2.12.4 Espiralde Arquimedes . . . . . . . .. e a7
2.12.5 Exercicios Propostos . . . . . . . . . 49
2.13 Intersecdo de Curvas em Coordenadas Polares . . . . . . .. ... ... ... ....... 49
31 Vetores . . . . o 52
3.2  Tratamento Geométrico para Operagdescom\Vetores . . . . . . . . . . . . ... ... ... 54
321 Adicdoentre Vetores . . . . . . . .. e e e 54
3.2.2 Produto entreum Vetoreum Escalar . . .. ... .. ... ... oo 54
3.3 Dependéncialinear. . . . . . . . . . 54
331 Propriedades . . . . ... 55
34 Bases-Coordenadasdeum\Vetor . . . .. . .. ... 55
3.5  Tratamento Algébrico para OperagBes com Vetores . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 56
3.5.1 Igualdade entre Dois Vetores . . . . . . . . . . e 56
352 Adicdoentre Vetores . . . . . . . .. e e e e 56
3.5.3 Produto entre um EscalareumVetor . . .. .. ... ... 56
3.5.4 Vetor Definido por Dois Pontos . . . . . . . . . . . ... e 57
355 PontoMEdio . . . . .. . . .. 57
35.6 ModulodeumVetor . . . . . . . 57
357 Mersordeum\Vetor. . . . . . . L e 57
3.6 EXercicios Propostos . . . . . . . . . e 58
3.7 Produto Escalar . . . . . . . 59
3.7.1 Anguloentredois VEtOreS . . . . . . . v i i 60
3.8 AnguIOS DIFEIOrES . . . . ot o o e o e e 61
3.9 ProjecdodeumVetorsobre Qutro . . . . . . . . . . ... 61
3.10 Produto Vetorial . . . . . . . . e 61
3.10.1 Caracteristica do Produto Vetorial de dois Vetores . . . . . .. .. ... ........ 62

3.10.2 Comprimento do Vetor Obtido Através do Produto Vetorial . . . . . .. ... .. .... 62




3.10.3 Interpretagdo Geométrica do Produto Vetorial de Dois Vetores . . . . . . . . ... ..

3.10.4 Areade um Triangulo .
3.11 Produto Misto . . ... ...

3.11.1 Interpretagdo Geométrica do Mddulo do Produto Misto . . . . .. ... ... ... ..

3.12 Exercicios Propostos . . . .

Retas
3.13 Equacédo Vetorial da Reta . .

3.14 Equagdes Paramétricasda Reta . . . . . . . . . . . ... ...

3.15 Equacgdes Simétricas da Reta

3.16 Equagfes ReduzidasdaReta . . .. ... ... . . .. ... .

3.17 RetaDefinidapor DoisPontos . . . . . . . . . . . .

3.18 Exercicios Propostos . . . .
3.19 Esboco da Reta no Espaco R

Planos

3.20 Equacéo Geral do Plano . .

3

3.21 Equagdes ParamétricasdoPlano . . . . . . . .. . . .. . ... ..

3.22 EsbogodoPlanono EspacoR3 . . . . . . . . . . ...

3.22.1 Planos Paralelos aos Eixos e aos Planos Coordenados . . . . . ... ... ......

3.22.2 Plano que Passapela Origem . . . . . . . . . .. .

3.22.3 Planos Paralelos aos Eixos Coordenados . . . . . . . . . . . . . . . . ... ..

3.22.4 Planos Paralelos aos Planos Coordenados . . . . . . . . . . . . . . ... ...

Posicbes Relativas
3.23 Colinearidade entre Trés Pont

0S . . e e e e e e e e e e

3.24 Condicdo de Paralelismoentre DuasRetas . . . ... .. ... ... ... .........

3.25 Condicao de Ortogonalidade entre DuasRetas . . . . . ... ... ... .. ........

3.26 Paralelismo entre Retas e Pla

nos Coordenados . . . . . . .. . ...

3.26.1 Somente uma das Componentes do Vetor DiretoréNula . . . . . ... ... .....

3.26.2 Duas das Componentes do Vetor Diretor S&o Nulas . . . . . . .. ... ... ... ..

3.27 Paralelismo e Perpendicularismo entre Dois Planos . . . . . . .. ... ... .. ......

3.28 Paralelismo e Perpendicularismo entre RetaePlano . . . .. ... .. ... ........

3.28.1 Condicdes para que uma

Angulos
3.29 Angulo entre Duas Retas . .
3.30 Angulo entre Dois Planos . .

Reta Esteja ContidanumPlano . . . ... ..........

3.31 AnguloentreumaRetaeumPlano . . . . .. ... . ...

3.32 Intersecéo entre Dois Planos

3.33 Intersecdode RetacomPlano . . . . . . . . . .. ...

3.33.1 Intersecdo entre Plano e os Eixos e Planos Coordenados . . . . . ... ........

Distancias
3.34 Distancia entre Pontos . . .

3.35 Distancia entre Ponto e Reta

65
65
65
66
66
67
68
68

69
69
71
71
72
72
72
73

73
73
74
74
75
75
76
77
77
77

78
78
78
79
79
80
81

81
81
82




GEOMETRIA ANALITICA

3.36 DistAnciaentre PontoePlano . . . . . . . . . .. 82
3.37 Distanciaentre Duas Retas . . . . . . . . . .. e 83
4.1 APresentacao . . . . . . . e e e e e e 84
42 CurvasnNO ESpaco . . . . . . . . . e e e 84
4.3 Discussdo e Esbogco de uma Superficie . . . . . . .. Lo o 85
431 EXxercicios Propostos . . . . . . . . . .. e 86
4.4  Translagcdo de Eixos Coordenados . . . . . . . . . .. 87
45  QUAMCAS . . . . o e e 87
451 QuadricascomCentro . . . . . . . . . e e 87
452 Quadricassem Centro . . . . . . . . i 92
4.6 Superficies Cilindricas . . . . . . . . . 93
47 Superficiesde Revolugdo . . . . . . . . . . .. e 95
47.1 Equacdoda SuperficiedeRevolugdo . . . ... ... .. .. ... ... . ... ..., 95

4,72 Exercicios Propostos . . . . . . ... 97




Apresentacio da Disciplina
(" caro aluno, )

A Geometria Analitica € um ramo da Matematica que estuda o lugar geométrico dos
pontos do plano ou do espaco utilizando os principios da Algebra.

Os sistemas de coordenadas se constituem no principio fundamental para o trata-
mento das equacdes que descrevem lugares geométricos. Comumente, o de coorde-
nadas cartesianas € utilizado para estabelecer a relagéo entre as equagées e os grafi-
cos de uma reta, de um plano, ou de lugares geométricos notaveis como, por exemplo,
a parabola ou o cilindro. Entretanto, utilizaremos outros sistemas de coordenadas que
porventura venham a simplificar ou acrescentar o estudo desta relacdo.

“A geometria Analitica é o resultado de uma frutuosa ligacdo de dois ramos da
Matematica: a Geometria: que trata de pontos, conjunto de pontos e propriedades a
eles relativos; e a Andlise: que estuda os nimeros e as relacdes entre eles.” (Marques,
1.991)

René Descartes criou, em 1.637, as alicerces da geometria analitica no livro inti-
tulado GEOMETRIA. Este, e os seus principios filoséficos, serviram de base para o
estudo do Calculo e que foi, mais tarde, introduzido independentemente por Isaac New-
ton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. Alguns pensam que o surgimento da geometria
analitica constituiu o inicio da matematica moderna.

Este material foi elaborado para servir como referéncia aos estudos dos alunos do
curso de Geometria Analitica da FTC-EaD.

No Bloco Tematico 1, veremos, no Tema 1, As transformacg6es de coordenadas e
as conicas. No Tema 2, trataremos do Sistema de Coordenadas Polares. Ja no Bloco
Tematico 2, trataremos, no Tema 3, do estudo dos Vetores, da Retas e dos Planos. Por
fim, no Tema 4, veremos o estudo das Superficies.

Encontra-se disponivel neste material, além dos exercicios resolvidos, questées
propostas, ao final de cada secao. No final, uma atividade orientada foi elaborada para
que seja resolvida individualmente e faca parte de sua de avaliacdo.

Este trabalho foi preparado com bastante entusiasmo. Cada exemplo, cada exerci-
cio, bem como a distribuicao da teoria, foram cuidadosamente pensados com o objetivo
de maximizar o seu aprendizado. Os erros sdo previsiveis. Portanto, para que pos-
samos melhorar este material a sua contribuicdo sera necessaria.

S Prof. Ricardo Luiz Queiroz Freitas. )







4 Transformacoes, Conicas e Coordenadas

Polares

tem34 - .
= == =#  As Transformacoes e as Conicas

Transformacoes de Coordenadas

Apresentacao

A relacdo equacdo algébrica versus representacdo grafica se constitui em um dos principais fatores
estudados em geometria analitica. Sabemos, até aqui, quais equagfes determinam, em um sistema de
coordenadas cartesianas, uma reta e uma circunferéncia. Entretanto, existem outras curvas importantes
gque necessitamos caracterizar. Estas curvas muitas vezes ndo possuem uma equacédo que as identifique
facilmente e, por isso, precisamos de ferramentas (transformacées) que as simplifique. As transformacdes
séo relagdes que quando utilizadas modificam outras relagfes, expressfes ou figuras. Por exemplo, as
transformacgdes trigonométricas vistas no estudo de Trigonometria.

1.1 Definicdo. Duas equacdes sdo equivalentes se, e somente se, 0 conjunto de pontos que satisfazem a
uma das equagdes, também satisfaz a outra. Por exemplo, as equagdes (y —1)?> = 2xe y>—2y—2x+1=0
sdo equivalentes.

As transformacfes de coordenadas das se¢cbes 1.1 e 1.2 transformam uma equacdo em outra
equivalente através de uma modificacdo na expressao da equacao que a representa.

1.1 Translacao de Eixos

Transladar um eixo é desloca-lo ou movimenta-lo paralelamente a posigédo inicial. Observar-se-a que
ao transladarmos os eixos coordenados de um plano cartesiano, com origem em O, estamos criando um
novo sistema de coordenadas, com origem em O’. A fim de simplificar uma equacao por translacdo de
eixos, contaremos com o seguinte resultado:

. ~ YAy
1.2 Teorema. Se 0s eixos coordenados sao transladados para uma nova
origem O’(h, k) e se as coordenadas de qualquer ponto P do plano, antes e E p

depois da translagéo de eixos séo (x, y) e (x',y’), respectivamente, entdo ’; R N
as equacdes de translacao de coordenadas sao dadas por: o(hR) : ,
! X

[

= x'+h I

e (1.1) .
y = y +k 0(0,0) A c X

Prova: Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto O’(h, k), arbitrario, e introduzamos um novo
sistema x’O’y’ tal que os eixos O'x’ e O'y’ tenham a mesma unidade de medida, a mesma dire¢éo e o
mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Seja P um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas em
relacdo ao sistema xOy sejam x e y e, em relagdo ao sistema x’O’y’, sejam x’ e y’. Desta forma, e de
acordo com a figura, temos:
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=O0A+AC=x"+h

_|_
+BD =y + k.O

SR
o‘ 0‘
oy

{ , _

y = =
Estas equacdes de translacdo nos permitem transformar coordenadas de um sistema para outro.

Exemplo 1.1. Transforme a equagéo y3—x2—6y%—2x+12y = 9 por uma translagdo de eixos coordenados

a nova origem (-1, 2).

Solucdo: Como a origem do sistema x’O’y’ é (-1, 2), as equagdes de translacéo séo

x = x' -1
y = y'+2
Substituindo os valores de x e de y na equag&o, temos (y'+2)3—(x'—1)2—6(y’'+2)?—2(x'—1)+12(y’+2) = 9.

Desenvolvendo-se 0s termos, y’> +6y’> + 12y’ + 8 — x>+ 2x' — 1 —6y’> — 24y’ — 24— 2x' +2+12y' +24 =9
e agrupando-os em ordem decrescente dos graus das variaveis, y’3 —x?=0.

Exemplo 1.2. Transformar a equagio x2 + y? + 2x — 6y 4+ 6 = 0 para um novo sistema de coordenadas

com origem em (-1, 3).

Solugdo: Neste caso, como as coordenadas da origem do sistema transladado foram dadas, temos
entdo h = —1 e k = 3, e, as equacdes de translacéo sédo

x = x' -1
y = y +3.
Substituindo as equagdes de translagéo, obtemos: (x' — 1) + (y' +3)> + 2(x’ — 1) — 6(y’ +3) + 6 = 0.

Desenvolvendo e agrupando os termos semelhantes, temos que X%+ y’2 =4.

Observe, nos exemplos anteriores, que a nova origem do sistema de coordenadas foi especificada.
Porém, a translacao é muito utilizada na obtencédo de equacdes mais simples em que a nova origem nao
€, necessariamente, especificada. Vejamos, no exemplo seguinte, como encontrar essa nova origem.

Exemplo 1.3. Por uma translac&o de eixos coordenados transforme a equacio 4x?+ y? +8x—6y+1 =0
em outra desprovida dos termos de grau um.

Solugéo: Substituindo as equacdes de translacao obtemos:
4 +h2+ (Y + k)P +8(x'+h) —6(y +k)+1=0.
Desenvolvendo e agrupando os termos semelhantes, temos que:
45" +y'? + (8h + 8)x + (2k — 6)y’ + 4% + 8h+ k? — 6k +1 = 0.

Como devemos encontrar os valores de h e k que tornem a equac¢ao acima desprovida dos termos de grau
um, entdo igualaremos a zero os coeficientes das variaveis x’ e y’. Portanto,

8h+8=0 h=-1
=
2k—6=0 k =3.
Substituindo-se os valores de h e de k encontrados em 4h?> + 8h + k> — 6k + 1 obtemos —12, o0 termo
independente da equacéo transladada. Desta forma, a equacéo transladada fica 4% + y’2 =12.

Exemplo 1.4. Por uma translagéo de eixos transforme a equacdo y? + 6y = 8x — 17 em outra mais
simples possivel.
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Solugdo: Substituindo as equagdes de translagéo, obtemos: (y’ + k)2 + 6(y’ + k) = 8(x’ + h) — 17.
Desenvolvendo e agrupando os termos semelhantes desta Ultima equacgéo, temos que: y’2 +(2k+6)y’ —
8x’ + k? + 6k — 8h + 17 = 0. Como devemos encontrar os valores de h e k que tornem a equacgdo acima
0 mais simples possivel, e os Unicos termos que aparecem nesta equacao com as incognitas h e k sao os
coeficiente de y’ e o termo independente, entdo os igualaremos a zero para transformar a equagdo dada
em uma outra com quantidade de termos menor. Portanto,

2k+6=0 k=-3
=
k? + 6k —8h+17=0 h=1
Desta forma, a equago transladada fica y’*> — 8x’ = 0.

Trabalharemos, logo, com equacdes de grau dois €, por ser de facil aplicacéo, utilizaremos o método
do complemento de quadrados para encontrar a equacao da conica com os eixos transladados para uma
nova origem conveniente.

1.1.1 Meétodo do Complemento de Quadrado

O complemento de quadrado consiste em obter, a partir do binémio x?+ bx, o trinémio quadrado perfeito
2

b\? - b .
x+§ ao se adicionar o termo 5 ao bindémio. De fato,

b\? b b\? b\?
2 —_ = 2 —_ —_ = —_
X +bx+<2> x+22x+<2> <x+2> .
Observe que este método é empregado em um bindmio ax? + bx, onde a = 1. Se a # 1 devemos isolar o

coeficiente a antes de utilizar o método.

Exemplo 1.5. Transforme a expressdo 4x2 + 2x em um trinémio quadrado perfeito.

- e 1 :
Solucdo: Como o coeficiente do termo de grau 2 é diferente de 1, escrevamos 4 (x2 + §x> . Assim,

(l>2—ieaex ressé104<x2+lx+i>—4<x+l>2
4) 16 P 2 16/ 4)

Podemos, ao adicionar ou multiplicar ambos os membros de uma equacgéo por um ndmero real e ndo
nulo, transforma-la em outra equagédo equivalente. Assim, dada uma equagao, com uma ou mais variaveis
de grau dois, a transformacdo de um bindmio em um trinbmio quadrado perfeito pode ser utilizada para
determinar uma outra equacao equivalente e mais simples que a original, sem termos necessariamente
que utilizar as equacfes de transformacéo de coordenadas. Este processo de transformacdo de uma
equacao em outra equivalente chamaremos de método do complemento de quadrado.

Exemplo 1.6. Por complemento de quadrados, transforme a equagéo x? — 2y? + 4x + 24y — 69 = 0 em
outra equivalente e mais simples.

Solugdo: Agrupemos os termos semelhantes e os arrumemos de modo a transformar os bindbmios da
equacdo dada em trinémios quadrados perfeitos, ou seja, (x? + 4x) — 2(y? — 12y) = 69. Transformemos
esta em outra equagdo equivalente de modo que os bindmios (x? + 4x) e (y? — 12y) sejam transformados
em trindmios quadrados perfeitos. Desta forma, ao somarmos os nimeros 4 ao binémio (x*> + 4x) e
36 ao hindmio (y?> — 12y) devemos somar 4 e —72 ao segundo membro ja que queremos uma equagéo
equivalente, ou seja, (x* + 4x + 4) — 2(y? — 12y + 36) = 69 + 4 — 72. Segue que, (x +2)°> —2(y — 6)> = 1.
Se fizermos x + 2 = x' e y — 6 = y/, podemos escrever: x’* — 2y’ = 1.

[11
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1.1.2 Exercicios Propostos

EP 1.1. Complete os quadrados das seguintes expressoes:

(@) y? +8y — x? —2x = —11; (b) 4y% + 18y +9x% — 24x = —9; (C) —3x%> — y? +3x + 4y = 5.

EP 1.2. Por meio de uma translacdo dos eixos coordenados, transforme as equac¢fes dadas para a nova
origem indicada.

(@) x4+ y?+2x — 6y +6 =0, 0'(—1;3); (d) 4x% — y? — 24x + 4y + 28 = 0, 0'(3;2);

(b) xy —3x +4y — 13 =10, O'(—4;3); (€) x3 —3x? — y?2 +3x 4+ 4y =5, 0'(1;2).

(€) x> —4x+y? —6y —12=0, O'(1;1);

EP 1.3. Usando uma translacdo de eixos coordenados,

(a) simplifique a equagéo x2+ y? +6x — 2y +6 = 0 indicando qual a nova origem e quais séo as equacdes
de transformacao;

(b) utilizando a translag&o do item anterior, determine as coordenadas do ponto P(1; —2) em relagéo ao
sistema x’O’y’ e as coordenadas de Q. ,(2; 1) no sistema xOy.

EP 1.4. Usando uma translacdo de eixos coordenados,

(a) simplifique a equacgao y? — x> — 8y +2x —4 = 0 indicando qual a nova origem e quais s&o as equagdes
de transformacao;

(b) utilizando a translagdo do item anterior, determine as coordenadas do ponto P(—2,3) em relagéo ao
sistema x’O’y’ e as coordenadas de Q. (1;2) no sistema xOy.

EP 1.5. Determine a translag&o dos eixos coordenados (nova origem e equagdes de transformacao) que
reduzem a forma candnica a equacao dos circulos:

(@) x>+ y? —2x + 4y = 4, (b) x2 + y?> + 6x — 8y =0; () x> +y?+2x -8y +16=0.

EP 1.6. Converta os pontos, como se pede, usando a translagdo indicada pela nova origem O’.

(@) P(2;3) xy para x'y’, com O'(—1;5); (c) R(1;0) xy para x"y’, com O’(0; 4);

(b) Q(4; —2) x'y’ para xy, com O'(2; —3); (d) S(0; —4) x’y’ para xy, com O’(—2;0).

EP 1.7. Por uma translacdo dos eixos coordenados, transforme a equa¢édo dada em outra desprovida de
termos do 1° grau, se possivel.

@ x®+y?—2x+4y —4=0; (b) x* + y? +6x — 8y =0; (€) 3x% + 2y? + 18x — 8y +29 = 0;

(d) y? —4x+2y +9=0; () x2 — 4y? — 4x — 24y — 36 = 0.

1.2 Rotacao de Eixos

Rotacionar um eixo consiste em girarmos o eixo tomando como base para esse deslocamento radial
um ponto fixo. O sentido anti-horario da rotacéo é convencionado como o positivo.

Ao se rotacionar os eixos coordenados xOy, fixando-se a origem O, estamos criando um novo sis-
tema de coordenadas x’Oy’, com origem em O. A fim de simplificar uma equagéo por rotacéo de eixos
contaremos com o seguinte resultado:
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1.3 Teorema. Se girarmos 0s eixos coordenados de um angulo 6, fixando-se a origem O, e se as
coordenadas de qualquer ponto P do plano antes e depois da rotagéo de eixos séo (x, y) e (x, y’), respec-
tivamente, entdo as equacdes de rotacdo séo dadas por:

x = x'cos(f) — y’'sen(6) (12)
y = x'sen(6)+ y cos(h). '
Na forma matricial, temos:
x | | cos(f) —sen(0) x' VAN
y | | sen(d) cos(6) y
Prova: Consideremos o plano Oxy e seja # o dngulo de rotacédo o p
qual é obtido um novo sistema O’x’y’ tal que os eixos O'x’ e O'y’ [ __/_/T\
tenham a mesma unidade de medida de Ox e Oy. Seja P um ponto v, :\\
qualquer do plano tal que suas coordenadas em relacéo ao sistema / : ‘\
Oxy sé@o x e y e, em relacdo ao sistema O’x’'y’ sdo x' e y’. Desta LI = x'
forma, e de acordo com a figura, temos: o) A X
x' = OA’ = rcos(¢) (13)e x = OA = rcos(f + ¢) = rcos(#) cos(¢) — rsen(f) sen(o) (1.4)
y' = A'P = rsen(¢) ' y = AP = rsen(f + ¢) = rsen(f) cos(¢) + rsen(6) cos(¢) '

Portanto, substituindo-se ( 1.3) em ( 1.4), temos:

x = x'cos(f) — y'sen(H)
y = x'sen(6)+ y’ cos(#).O

Exemplo 1.7. Determinar as novas coordenadas do ponto (3; —4) quando os eixos coordenados s&o
girados de 45°.

Solugdo: Pelo teorema acima, as equacdes de transformacao sao

2
3 = x'cos(45°) — y'sen(d5°) = %(x/ —y)
2
—4 = x'sen(45°) + y’ cos(45°) = g(x’ +y')
. 2 2
Resolvendo o sistema, obtemos x’ = —% ey = —%.

Exemplo 1.8. Por meio de uma rotacdo de 30° dos eixos coordenados, transforme a equacao

2x2 + \/gxy +y> =4
Solugéo:
{ X } _ { cos(30°) —sen(30°) } . { x' } _
y sen(30°)  cos(30°) y'
Substituindo-se na equacéo da curva:

(L3 Y (B 1) (30 ) o (2 )

NN

=G
| =
N
<

N‘ S
%
< X
| I

3

2 2 2 2 2

Simplificando-a, encontramos:

5 12 1 12
he Sy =4,
2x + 2y
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Exemplo 1.9. Por meio de uma rotagdo dos eixos coordenados, transforme a equagédo (3x — 4y)? —
10(4x — 3y) = 0 em outra equacéo desprovida do termo em x’y’.
Solugdo: (3x — 4y)? — 10(4x — 3y) = 0 < 9x% — 24xy + 16y? — 40x — 30y = 0. Sendo assim,

—24xy = —24[x'cos(6) — y’ sen(0)][x" sen(0) + y’ cos(0)]
—24[x"?sen(6) cos(0) + xy’ cos?(8) — x"y’ sen?(0) — y'? sen(0) cos(6)]
—24{(x"? — y") sen(f) cos(f) + x"y'[cos?(0) — sen®(6)]}

Como queremos uma equagdo desprovida do termo x’y’, devemos encontrar o valor de 6 tal que seu
coeficiente seja nulo.

cos?(6) — sen?(6) = [cos(f) + sen()][cos(d) —sen(A)] =0 <« cos(f) — sen() = 0 ou cos(d) + sen(d) =0
< cos(f) = sen(#) ou cos(f) = — sen(8).

Segue queH:%+kg,keZ.

1.2.1 A Equacao Geral de Grau Dois

O teorema a seguir nos apresenta uma forma de obter, a partir de uma equacéo geral de grau dois, 0
angulo de rotacdo dos eixos coordenados de modo a obter uma equacao desprovida do termo xy, dado
no sistema a priori.

1.4 Definicdo. A equacdo geral do segundo grau a duas variaveis x e y é dada por

ax®> + bxy +cy’ +dx+ey+f=0. (1.5)
1.5 Teorema. A equagéo ( 1.5) pode ser sempre transformada na equagéo

x4y +d'x + €y +f =0, (1.6)

onde a inexisténcia do termo de segundo grau x’'y’ se deve as equagdes de rotacéo dos eixos coordenados
por um angulo agudo 6, positivo, tal que

b
tg(29)::, sea#c, eH:%, se a=c.

— / ) — v/ 0
Prova: Das equacdes de rotacdo x X' cos(6) — y"sen(6) temos que
y = x'sen(0)+ y’ cos(h),

2 2

X

cos?f — 2x'y’ cos(f) sen(6) + y'* sen2 6

1 X/
{ x-y = x"*sen(0)cos() + x'y’ cos? 0 — x'y’ sen? — y'* sen(f) cos(0)
{

2

y2 = x*sen0 + 2x'y’ cos(f) sen(f) + y'* cos? 6,
ou seja,
[ X2 = x?cos?6 - sen(20)x'y’ + y'* sen? 6
x-y = (x> =y"?)sen(f)cos(f) + cos(20)x"y’
L y2 = x’sen26 +sen(20)xy’ + y'* cos? ),

Multiplicando-se, respectivamente, estas trés Ultimas equacdes pelas constantes a, b e ¢, e as somando,
teremos (—a + c¢)sen(20) + bcos(20). como coeficiente do termo x’y’. Finalmente, como queremos a
inexisténcia deste termo, igualamos a zero o coeficiente obtido, obtendo

b
tg(20):a_c, sea#c, e@:%, se a=c.O




Exemplo 1.10. Descubra qual o &ngulo de rotacdo que transforma cada equacdo a seguir em outra
desprovida do termo misto de grau dois.

(@) 2x% + V3xy + y? = 4; (b) 3x% — 2xy 4+ 3y%? — 16 = 0; (c) 9x% — 24xy +16y% — 40x — 30y = 0.
Solucéo:
3
(@a=2b=+3,c=1ef=—4,ecomoa# c, pelo Teorema 1.5, tg(20) = 2—\/_1 = /3. Logo 0 = 30°.

(b) a=c = 3. Logo 0 = 45°.

(c)a=9,b=-24,¢c=16,d = —40, e = —30 e f = 0. Portanto, tg(20) = 9_—236 = ? Neste caso, é
impossivel exibir um angulo # sem auxilio de uma calculadora ou uma tabua tri_gonométrica. No entanto,
pelas relag6es métricas num tridngulo retangulo, temos sen(20) = % e cos(20) = % De acordo com as
identidades trigonométricas sen?(d) = 1_#5(29) e cos?(f) = M, encontramos sen(f) = ig e

4 . .
cos(f) = ig. Considerando 0 < # < 90°, o angulo de rotagéo é ¢ = arctg (%)

Exemplo 1.11. Através de uma rotacdo dos eixos, transforme a equagéo 5x2+4xy +2y%—24x—12y+29 =
0 em outra desprovida do termo misto de grau dois.
b

4
Solucdo: Sabemos que tg(20) = " 3 cos(20) =

1 1 1 5
sec(20) /1 +tg2(20) N /1+i2 T3
3

3
. /1 + cos(26) (/ 1+ 5 2 /1 — cos(20) 1
Assim, cos(f) = = =—esen(d) =/ —— = = —. Logo, as
equacdes de rotagao séo:
x = x"cos(f) — y'sen(8) = (2x" — y')% y = x"sen(0) + y' cos(0) = (x’ + 2y')%

substituindo-se na equacao obtemos a equacao geral: 6x' + y’2 —12¢/5x’ +29 = 0.

1.2.2 Exercicios Propostos

EP 1.8. Por uma rotacao dos eixos, seguida do angulo indicado, transforme cada uma das equacdes.

(@) xy?—18=0, 0= %rad; (b) 2x +5y =3, 6 = arctg (g)

EP 1.9. Por uma rotagdo dos eixos coordenados, transforme cada uma das equagfes dadas em outra
desprovida do termo indicado.

@) x*—2xy +y* =4, Xy'; (b)x+2y =2,

EP 1.10. Reduza a equacéo a forma mais simples através de translagdo eventual e rotagao.

(@) 4x> 4+ y>+8x —10y +13=0 (h) 6x2 — 4xy +9y? —20x — 10y —5 =0
(b) 3x% — 2xy +3y? +2v/2x — 61/2y +2 =0 (i) 12x% 4+ 8xy — 3y% + 64x + 30y =0

(C) 4x® — 5y +12x + 40y +29=0 () 2x%> —4xy —y? —4x -8y +14=0

(d) 13x2 + 6xy +21y% + 34x — 114y + 73 =0 (K)y? —4x+10y +13=0

(e) x> —6x—5y +14=0 ()2x% —12xy + 7y?> —4x — 8y +14=0

() 4x* — 12xy + 9y? — 8y/13x = 1413y — 117 (M) 7x® + 6xy —y> —2x — 10y — 9 =0

(9) 4x®> —3y? +24x — 12y +17=0 (n) 25x2 + 20xy + 4y? +30x + 12y —20 =0
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Conicas
1.3 Introducao

Considere e e g duas retas concorrentes, ndo perpendiculares, cuja interseccdo é um ponto O. Man-
tenha fixa uma das retas, por exemplo e (eixo), e fagamos girar 360° em torno desta, mediante um angulo
constante, a outra reta g (geratriz). O objeto gerado é chamado de superficie cdnica formada por duas
folhas ou, simplesmente, superficie conica, e separadas pelo vértice O. O conjunto de pontos obtidos pela
interseccdo de um plano = com a superficie conica é chamada de sec¢do cbnica, ou simplesmente cbnica.
Ao seccionarmos uma superficie cdnica por um plano arbitrario =, que ndo contém o vértice O, obteremos
uma cOnica dita ndo degenerada, e, a medida que variamos a posi¢éo do plano de corte 7, obtemos a:

« Parabola: o plano = é paralelo a uma geratriz da superficie conica.

« Elipse: o plano 7 é ndo paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da superficie conica;

« Hipérbole: o plano 7 é ndo paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da superficie cbnica.
Seja o 0 plano de corte que contém o vértice O da superficie. A cOnica se degenerara em: um ponto,

se o0 plano g intercepta somente o vértice; uma reta, se o plano mp contém somente uma geratriz; duas
retas, se o plano my contém o eixo e.

As conicas possuem equagdes, chamadas reduzidas ou candnicas, que se tornam mais Uteis, visto
que, através destas, podemos determinar certos elementos que as melhor caracterizam-nas. Entretanto,
para chegarmos a estas equacdes definiremos, de outra maneira, cada conica e seus elementos.

1.4 A Parabola

1.6 Definicdo. Considere um plano = determinado por uma reta £ e um ponto F ndo pertencente a esta
reta. A parabola é o conjunto de todos os pontos do plano = que equidistam de F e de /.

Segue da definicdo que dado um ponto fixo F e uma reta £, um ponto P do plano esta equidistante
destes se, e somente se, pertence a uma parabola, ou seja,

d(P,F)=d(P,{) < P e Parabola. (1.7)

1.4.1 Os Principais Elementos da Parabola y=EN

Como elementos da parabola temos:

F
1 O foco F: ponto fixo da parabola; >/
P(x.y)

1 A diretriz ¢: reta fixa da parabola; v X
P

7 O eixo focal EF: reta que passa pelo foco F e é perpendicular a ‘
diretriz ¢;

P’(x,—p)

1 O vértice V: é o ponto de interseccao da parabola com seu eixo. Situado entre a diretriz e o foco
exatamente no meio;
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A corda: é obtida ligando quaisquer dois pontos distintos da parabola, por exemplo AC;
1 A corda focal: uma corda que passa pelo foco;
1 O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal,

1 O raio focal: € o segmento de reta de extremos no foco e num ponto da parabola.

Observe que devemos considerar o fato de que F ¢ ¢, pois, caso contrario, a parabola se degeneraria
numa reta. Outro fato € que denominamos o numero p de parametro da parabola.

1.4.2 As Equacoes Padroes de uma Parabola

Dizemos que uma equagéo é padrdo, também denominada canénica ou reduzida, quando a utilizamos
para descrever um conjunto de curvas com alguma caracteristica em comum. A parabola possui quatro
tipos de equacao padréo, onde a determinacdo de somente uma delas sera demonstrada, pois as outras
séo obtidas de forma semelhante.

A Equacao Padrdo da Parabola com o Vértice na Origem e Eixo de Simetria sobre um dos Eixos
Coordenados

Sejam P(x, y) um ponto qualquer da parabola de vértice V' na origem dos eixos coordenados e de foco
F(0, p). Observe que qualquer ponto da diretriz ¢ € dado por P’(x, —p). Pela definigdo de parabola

d(P,F)=d(P,?),

temos, de acordo com a figura anterior, que:

VR —pP = (p+ ).
Desenvolvendo a igualdade acima, obtemos
x> = 4py,

a equacao reduzida da parabola para este caso.

De forma anéloga, podemos obter as equacdes reduzidas das parabolas com vértice em (0, 0) para os
demais casos, onde os focos estdo sobre os semi-eixos ainda ndo analisados. Portanto,

o [Pz (19

Da andlise das equacGes em 1.8, tendo em vista ser x? (y?) sempre positivo ou nulo e que p > 0,
podemos concluir que: se a parabola tem concavidade voltada para cima (direita), o sinal no 2° membro
€ positivo, caso contrario, tem concavidade voltada para baixo (esquerda), se o sinal no 2° membro é
negativo.

A tabela a seguir apresenta um resumo das principais caracteristicas da parabola quando o eixo de
simetria é paralelo a um dos eixos coordenados.
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U:x=p U:x=—p P(x,ﬁ)
i

)

()

y? = —4px y? = 4px x* = —4py x* = 4py
Exemplo 1.12. Obter a equacgdo da parabola que satisfaca as condigfes em cada caso.

(a) Vértice na origem e foco em (0, 1);
(b) Foco em (0, —3) e diretriz y = 3;

(c) Vértice na origem, concavidade voltada para cima e passando pelo ponto P(—2,5).

Solugdo: (a) V(0,0) e F(0,1). Logo, p = 1 e de x> = 4py, obtemos: x> = 4y. (b) F(0,-3)e/:y = 3.
Portanto, V/(0,0) e p = 3. A equagéo é x> = —4py .. x> = —12y. (c) V(0,0) e equagdo da forma x> = 4py.

. . x . 4
Como (—2,5) é ponto da parébola, temos (—2)? = 4p5 .. p = 3 Portanto, a equacéo é X~y
Exemplo 1.13. Determinar, para cada uma das parabolas, o foco e uma equacéo da diretriz.

(@) x> —16y =0 (b)xz_%yz

1
Solugdo: (a) x?2 =16y .. p= 4. Portanto, F(0,4) e ¢:y = —4. (b) x = —Zyz . y?> = —4x. Donde p = 1.
Logo, o foco é F(—1,0)e ¢: x = 1.

Exemplo 1.14. Determinar o comprimento do latus rectum de uma parabola.

Solucdo: Consideremos as equagdes x*> = 4py e y = p, respectivamente, a da parabola de vértice
na origem e eixo focal coincidindo com o eixo das ordenadas, e a da reta perpendicular ao eixo dos y
passando por (0, p). Observe que a intersecdo dos gréaficos da parabola e da reta sdo as extremidades
L e R do latus rectum da parabola. Resolvendo-se o sistema encontraremos x = +2p e y = p. Logo,
ILR| = 4p.

A Equacao Padrao da Parabola com o Veértice Fora da Origem e Eixo de Simetria Paralelo a um dos
Eixos Coordenados

Podemos obter uma equagédo, na forma reduzida, da parabola com vértice V/(h, k) fora da origem do
sistema xOy e cujo eixo de simetria é paralelo a um dos eixos coordenados. Para isso basta transladarmos
o0 sistema xOy para uma nova origem coincidindo com o vértice V, obtendo-se um novo sistema x'O’y’.
Assim, as equacgdes destas parabolas se restringirdo a um dos casos a seguir:

x'? = tapy’ ou y'? = Lapx'|.

Porém, pelas equacdes de translacgao ( 1.1), temos que
x' = x—h
y' = y—k.

[(x—m2=24p(y — k)| ou |(y—K?==+4p(x—h)| (1.9)

Logo,
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Exemplo 1.15. Determine a equagéo reduzida da pardbola de vértice V/(3, 2), eixo focal paralelo ao eixo
das abscissas e parametro p = 1.

Solucéo: Pelo enunciado da questio podemos concluir que a equacéo reduzida é y’?> = £4px’. Como
p=1leV(3,2),ouseja, xX =x—3ey =y—2,temos (y —2)* = £4(x — 3).

Exemplo 1.16. Dada a equag&o x> + 6x — 8y + 17 = 0, determine sua equag&o reduzida, o vértice, o

foco e uma equacéo da sua diretriz e do eixo focal.

Solugdo: Completando-se o quadrado da variavel x na equagdo dada, temos: (x + 3)? = 8(y — 1).
Portanto, o vértice é V(-3,1), o foco é F(—3, 3), a equacéo da diretrizé ¢ : y = —1 e o eixo focal x = —3.

Quando o eixo de simetria da parabola ndo é paralelo a nenhum dos eixos coordenados, a equacéo é
“mais complicada”, mas também se enquadra na forma geral da equacéo do 2° grau a duas incégnitas

ax* + bxy +cy’ +dx+ey+f=0
e, por uma rotacdo dos eixos coordenados, podemos reduzi-la a
a’xz—i—c’yz—i—d’x—i—e’y—l- f/ — 0;

gue facilmente € identificada se utilizarmos os critérios do primeiro item do Teorema 1.12.

Excentricidade da Parabola

Chamamos de excentricidade (e) da parédbola a razdo entre as distancias de um ponto arbitrario P da
curva ao foco e de P a diretriz. Neste caso, teremos sempre e = 1.

1.4.3 Exercicios Propostos
EP 1.11. Em cada item, determine a equacéo da parabola a partir dos elementos dados:

(a) Foco F(3,4) ediretriz¢: x —1=0;

(b) Foco F(—1,1) e vértice V(0,0);

(c) Veértice V(1,2), eixo focal paralelo a Ox e P(—1,6) é ponto do seu gréafico;

(d) Eixo focal paralelo a Oy e cujo gréafico passa pelos pontos (0, 0), (1, —3) e (—4, —8);

(e) Vértice V(1,1) e foco F(0,2);

(f) Eixo focal EF : y — 5 =0, diretriz ¢ : x —3 = 0 e vértice sobre aretar: y = 2x + 3;

(9) Eixo focal sobre o eixo Oy e o ponto L(2,2) como sendo uma das extremidades do latus rectum.

EP 1.12. Identifique o lugar geométrico de um ponto que se desloca de modo que a sua distancia ao
ponto P(—2;3) é igual a sua distancia a reta r : x +6 = 0. Em seguida, a equagao desse lugar geométrico.

EP 1.13. Determine o comprimento da corda focal da parabola x> = —8y que é paralela a reta r :
3x+4y =T7.

EP 1.14. Determine a equag&o da parabola de vértice (—v/2, v/2) e diretriz y = x.
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EP 1.15. Determine a equacgédo geral da parabola de diretriz y = 3, eixo focal x = —4 e cujo foco se
encontrasobrearetar:y = —x — 5.

EP 1.16. Determine uma equacao da parabola que passa pelo ponto P(11,6), eixo focal coincide com
Ox, possui foco no ponto F(3,0) e ndo intercepta o eixo Oy.

EP 1.17. Determine a equagéo geral da parabola de vértice V(2,1), eixo focal paralelo a Oy e um de
seus pontos com coordenadas (0, 3).

EP 1.18. Determine uma equacao da parabola de vértice em V(0,0) e diretriz y = x — 4.
EP 1.19. Determine o que se pede, dadas as equagfes das parabolas:

(N4y? —48x —20y —71 = 0 (1.10)
(INy? —2xy + x*> + 16x + 16y = 0. (1.11)

(a) As coordenadas do vértice e do foco;
(b) As equacdes da diretriz e do eixo focal,
(c) O comprimento do latus rectum.

EP 1.20. Uma parabola tem por equacao y’> = —8x’ se em relacéo ao sistema x’ Oy’ indicado na figura.
y

(a) Esboce o grafico desta conica; ¥

(b) Determine as coordenadas do foco e a equacao da diretriz

- . , , N A X
em relacdo ao sistema x’ Oy’.
(c) Determine a equagéo da conica e as coordenadas do vér- :
tice em relacdo ao sistema xOy. 3 x

1.5 A Elipse

1.7 Definicdo. Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos € constante e maior que a distancia entre esses pontos fixos.

Segue da definicdo que dados dois pontos fixos F; e F, pertencentes a um plano 7, um ponto P deste
plano pertence a elipse E se, e somente se,

E={PemdP F)+dP F) =K K>dF,F)} (1.12)

1.5.1 Os Principais Elementos da Elipse

Como elementos de uma elipse temos:

1 Os focos F; e F,: 0s pontos fixos;

1 O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;

1 O centro O: Ponto médio de F; F;
PF = x

1 O eixo normal EN: Reta perpendicular ao eixo focal
passando pelo centro;
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7 Os vértices A; e Ay: pontos de interseccgdo da elipse com o eixo focal;
1 Os vértices B; e B,: pontos de interseccéo da elipse com o eixo normal;
1 Eixo maior EM: segmento de reta que une os vértices A; e A, (A1 Ay);
1 Eixo menor Em: segmento de reta que une os vértices B, e B, (B By);

1 A corda: segmento de reta arbitrario cujas extremidades séo dois pontos distintos da elipse, por exemplo
AC;

1 A corda focal: uma corda que passa pelo foco;
1 O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢; e ¢»);
1 O raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da elipse.

1.8 Teorema. Seja E uma elipse cujo comprimento do eixo maior A; Ay, do eixo menor B; B, e do seg-
mento de extremos em cada um de seus focos F; e F, s&o, respectivamente, 2a, 2b e 2¢c. Entéo

,PeE.

(PPl + PR3] = 22
a2 = b2 + 2.

Prova: Mostremos inicialmente que |PF;| + |PF,| = 2a. De fato, pela definicdo de elipse temos:
K=|AF|+ AR =(a—c)+ (a+c) =2a.

Uma vez que |BiFi| + |BiF2| =2ae |BiFi| = |BiF| temos, |BiFi| = a. O

1.5.2 As Equacdes Padrées de uma Elipse

Sejam P(x, y) um ponto qualquer da elipse de centro na origem dos eixos coordenados e cujo eixo
focal coincide com o eixo das abscissas. Uma vez que o centro é o ponto médio de F; F,, entdo Fi(c,0) e
F2(—c,0), ¢ > 0, de acordo com a figura anterior. Por definicdo, temos que |FLP| + |F2P| =2a,a> ¢ > 0.
Desenvolvendo-se esta igualdade, obtemos:

2 2
X Yy
Z et (1.13)
a equacao reduzida da elipse para este caso.

De forma analoga, podemos obter

X2 y2
2 + - 1. (1.14)

a equacao reduzida da elipse com centro na origem e focos sobre o eixo das ordenadas.
Da analise destas deducdes, temos os comprimentos do

2
e eixo maior: |[EM| = 23; e eixo menor: |[Em| = 2b; e latus rectum: |LR| = &
a

. . . . 15 .
Exemplo 1.17. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P <1, g) sobre a elipse

5x2 + 4y2 = 20.

Solugdo: Como a? = 5 e b% = 4, segue que 5 = 4+ c2, ou seja, c = 1. Desta forma F;(1,0) e F»(—1,0).

Logo, d(P, 1) = /(1 —1)2 + (@) = <§> ed(P F2) =4 [(1+1)2+ <§> = <@>
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2
Exemplo 1.18. Prove que o comprimento do latus rectum é —.
a

Solucéo: Consideremos as equacdes :—j + )[;—z =1e x = ¢, respectivamente, a da elipse de centro na
origem e comprimentos do eixo maior a € menor b, com eixo focal coincidindo com o eixo das abscissas,
e a da reta perpendicular ao eixo dos x passando por c. Observe que a intersecéo dos graficos da elipse
e da reta sdo as extremidades L e R do latus rectum da elipse. Resolvendo-se o sistema encontraremos
x=cey= ib—z. Logo, |[LR| = 2—bz
a a

A tabela a seguir apresenta um resumo das principais caracteristicas da elipse quando o eixo focal é

paralelo a um dos eixos coordenados. y

y

b
0 c X 0 X
X2 2
R
X2y
Excentricidade da Elipse 2R 1

Chamamos de excentricidade (e) da elipse a razdo entre os comprimentos do segmento F F, e do
segmento A; A,. Neste caso, temos

c
e=—<1.
a

Podemos obter uma equagéo, na forma reduzida, da elipse com centro O’(h, k) fora da origem do
sistema Oxy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso basta transladarmos o
sistema Oxy para uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema O’x’y’.
Assim, as equacfes destas elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

2 2 2 2
/ / x! /

X yo y _
?4-?_1 ou §+?—1.

Porém, pelas equac@es de translacdo ( 1.1) temos que
x = x—h
y' = y—k.

(x ;2/7)2 L ;2k)2 Y S G ;2/7)2 LU ;2")2 _4| (1.15)

Logo,

Exemplo 1.19. Determine a equacéo reduzida da elipse de centro O’(—3, 2), eixo focal paralelo ao eixo
das ordenadas e comprimentos dos eixos maior e menor iguais a 6 e 4, respectivamente.

2 2
~ . . . ~ 2 X )
Solugdo: Como o eixo focal é paralelo ao eixo das ordenadas, a equacao é — + Y _ —1.0centroé

b2 a2
0'(-3,2). Segueque x¥’ =x+3ey =y—2.2a=6e2b=4,0useja a=3eb=2. Logo, aequacio
(+3P, =27

4 9

reduzida procurada é
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1.5.3 A Circunferéncia

A circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos P(x, y) de um plano 7 que equidistam de um ponto
fixo O(xo, yo) deste plano, ou seja, d(P, O) = r, P, O € 7. Segue que, \/(x —x0)? + (v — y0)? = r. Portanto,

(x=x)*+(y =)’ =r (1.16)

a equacao reduzida da circunferéncia.

Como elementos de uma circunferéncia temos:
y

. O centro O(xo, y0);

. O raio r: Segmento de reta cujos extremos séo o centro O e um ponto
arbitrario da circunferéncia;

. A corda: Segmento de reta obtido pela unido de dois pontos quais-
quer da circunferéncia;

« O didmetro (2r): Corda que passa pelo centro.

X2 y? =12

Ao desenvolvermos a equacéao reduzida em ( 1.16) obtemos a equacéo geral da circunferéncia

x2—|—y2—2xox—2yoy+x§+y§—r2:O. (1.17)

1.5.4 Exercicios Propostos

EP 1.21. Determine o centro e o raio das circunferéncias a seguir

(@x*+y’—4x+4y—1=0 (0)2x2 +2y? +8x+8y—34=0 (C) x>+ y? +2x—4y —44 =0

EP 1.22. Determine a equacao reduzida da circunferéncia que passa pelo ponto A(—2,3) e de centro
em O(2, —-1).

EP 1.23. Determine a equagao reduzida da elipse de centro O’(3,2), eixo focal paralelo ao eixo das
abscissas e comprimentos dos eixos maior € menor iguais a 5 e 3, respectivamente.

EP 1.24. Em cada um dos seguintes itens, determine a equacao da elipse, a partir dos elementos dados:

(a) Focos F1(3,8) e F»(3,2), e comprimento do eixo maior 10;

(b) Vértices A;(5, —1) e Ay(—3, —1), e excentricidade %;

(c) Centro C(—1, —1), vértice V(5, —1) e excentricidade %;
(d) Centro C(1,2), focos F(6,2) e P(4,6) é ponto de seu gréfico;
(e) Focos Fi(—4, —2) e F,(—4, —6), e comprimento do latus rectum 6;

(f) Vértice V(3, —3) e extremidades do eixo menor B(2,2) e By(—2, —2);

. 2v/5 . ~
(9) Centro sobre areta r : y = 2, foco F(3,4), excentricidade e = T\/_ € 0S seus eixos sdo paralelos aos
eixos coordenados;
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EP 1.25. Considere as equagdes das elipses:

x?+4y* +2x —24y4+33 =0 (1.18)
17x% + 12xy +8y*> — 100 = 0. (1.19)

Determine para cada uma delas os seguintes itens:

(a) As coordenadas dos vértices e dos focos; (c) As equacdes dos eixos focal e normal;

(b) A excentricidade e o comprimento do latus rectum. (d) Os comprimentos dos eixos maior e menor.
EP 1.26. Um ponto P(x,y) se desloca de modo que a soma de suas distancias aos pontos A(3,1) e
B(—5,1) é 10. Diga a natureza da curva descrita pelo ponto P e em seguida determine sua equagao.

EP 1.27. Determine a equacéo da cOnica com centro na reta r : x — 3 = 0, eixo focal paralelo a Ox, com
- - 1
vértice no ponto (7,0) e excentricidade e = 5>

EP 1.28. Determine e identifique a equagdo do lugar geométrico dos pontos do plano cujas abscis-
sas e ordenadas sao, respectivamente, iguais as abscissas e as metades das ordenadas dos pontos da
circunferéncia de equacéo x? + y? = 25.

EP 1.29. Um matematico aceitou um cargo numa nova universidade situada a 6 km da margem retilinea
de um grande lago. O professor deseja construir uma casa que esteja a uma distancia a universidade igual
a metade da distancia até a margem do lago. Os possiveis locais satisfazendo essa condigdo pertencem
a uma curva. Defina esta curva e determine sua equac¢éo em relacao a algum sistema a sua escolha.

EP 1.30. Um segmento AB de 12u.c. (unidades de comprimento), desloca-se de modo que A percorre
0 eixo Ox e B percorre o eixo Oy. O ponto P(x, y) é interior ao segmento AB e fica situado a 8u.c. de A.
Estabeleca a equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto P.

EP 1.31. Determine os comprimentos dos raios focais PF; e PF, onde P € um dos extremos do latus
2 2

rectum da elipse de equacéo ;—5 + % =1.
EP 1.32. Determine a equacgao geral da elipse com um dos focos em F;(—2,1), eixo normal y = —1 e
excentricidade e = 7
H x }//2 (X/ + 2)2 = H / / i
EP 1.33. Uma elipse tem por equacéo 6 + = 1 se em relagdo ao sistema x’ Oy’ (ver figura).

(a) Esboce o grafico desta conica destacando cada latus rectum; /

(b) Determine as coordenadas dos focos em relacao ao eixo.

EP 1.34. Determine a equacao da elipse de centro sobre a reta x = —3, um de seus vértices (3,4) e

- 1 . . .
excentricidade e = 5 sabendo que seu eixo focal é paralelo a um dos eixos coordenados.

EP 1.35. Fazer o esbogo grafico da conica de equagio 7x? +5y? + 2v/3xy — 8 = 0 destacando cada latus
rectum e determinar uma equacéo do eixo focal em relacao ao sistema xOy.

EP 1.36. Determine o comprimento do latus rectum da elipse de vértices (1,2) e (5, 4), sabendo que o
comprimento do eixo menor é de 2 unidades.

. . . . 7 .
EP 1.37. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P <3, Z) sobre a elipse 7x?+16y? = 112.

. . . . V15 .
EP 1.38. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P <1, T) sobre a elipse 5x%+4y? = 20.
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1.6 A Hipérbole

1.9 Definicdo. Uma hipérbole é o lugar geométrico EN
dos pontos do plano cujo valor absoluto da diferenca
das distancias a dois pontos fixos é constante e menor
que a distancia entre esses pontos fixos.

Observa-se que a hipérbole é uma curva constituida _ :
de dois ramos distintos. ' 1

Segue da definigdo que dados dois pontos fixos F; e F O F EF
F, pertencentes a um plano 7, um ponto P deste plano B, S\ S
pertence a uma hipérbole H se, e somente se, :

d(P, F1) — d(P, )| < d(Fy, F). o

Assim,

H={Pem|dP, F)—dP FR) =K K<dF,F)}. (1.20)

1.6.1 Os Principais Elementos da Hipérbole
Como elementos da hipérbole temos:

1 Os focos: séo os pontos fixos F; e F, onde d(Fi, F2) = 2c;

1 O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;

1 O centro C: Ponto médio de FiF;

1 O eixo normal EN: Reta perpendicular ao eixo focal passando pelo centro;

T Os vértices A; e Ay: pontos de interseccgdo da hipérbole com o eixo focal;

1 Eixo real ou transverso E T: segmento de reta que une os vértices A; e A; (A1 A);

1 Eixo imaginério ou conjugado E C: segmento de reta perpendicular ao eixo focal passando pelo centro
e cujo comprimento é obtido conhecendo-se os valores de K e de c;

7 Os pontos B; e B,: extremidades do eixo imaginario; que une os vértices B; e B, (B1B) e tendo o
centro como ponto médio;

T A corda: segmento de reta arbitrario cujas extremidades sédo dois pontos distintos da hipérbole que
podem estar no mesmo ramo ou em ramos distintos, por exemplo ST;

1 A corda focal: uma corda que passa pelo foco, por exemplo QT;
1 O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢ e £5);

1 O raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da hipérbole, por exemplo
(F2T).

1.10 Definicdo. Seja H uma hipérbole cujo os comprimentos do eixo transverso A; A,, do eixo conjugado
B, B, e do segmento de extremos em cada um de seus focos F; e F, s&o, respectivamente, 2a, 2b e 2c.
Entéo

c?=a%+ b2
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1.11 Teorema. Considere a hipérbole H da definicdo 1.10. Entdo

IPFi| - [PF|| = 2a.

Prova: Anéloga a do teorema 1.8.

Exemplo 1.20. Determine a equagéo do lugar geométrico descrito por um ponto que se desloca de

modo que a diferenga de suas distancias aos pontos P;(—6, —4) e P»(2, —4) seja igual a 6u.

Solucao: Pela definicdo, podemos deduzir que este lugar geométrico plano trata de uma hipérbole e
que os pontos P, e P, séo os seus focos. Portanto, sendo P(x, y) um ponto genérico da hipérbole, temos
que |d(P, P1) — d(P, P2)| = 6. Segue que, d(P, P1) — d(P, P,) = 6 ou d(P, P1) — d(P, P,) = —6. Vamos

desenvolver a primeira destas equac¢des. Acompanhe o raciocinio!

6 = d(P,P)—d(P,P)

6 = (x—(=6))2+(y—(—4))2 —/(x =22+ (y — (—4))2

V62 +(y+42 = \[(x—22+(y+4)2+6

VX2 +12x+36+y2+8y + 16
(v/x2 +12x + y? + 8y + 52)?
x2 +12x + y? + 8y + 52

VX2 —4x+4+y2+8y+16+6
(/X2 —4x+y2 +8y + 20 +6)°
x? —4x +y? + 8y + 20 + 12 /x? — 4x + y? + 8y + 20 + 36

12x+52 = —4x+56+12,/x2 —4x+y?+8y +20
16x —4 = 12,/x2—4x+y2+8y+20
(4x—1)? = (3\/x®—4x+y?+8y+20)°
16x2 —8x+1 = 9(x>—4x+ y?+ 8y +20)
16x> —8x+1 = 9x%—36x+9y? + 72y + 180
x> +28x —9y? —72y —179 = 0

Como exercicio, desenvolva a segunda equacgdo por um raciocinio analogo e verifique que equacao

Vvocé encontrou.

1.6.2 As Equacdes Padroes de uma Hipérbole

Seja P(x,y) um ponto qualquer da hipérbole de centro na origem dos eixos coordenados e cujo eixo
focal coincide com o eixo das abscissas. Uma vez que o centro é o ponto médio de F; F,, entdo Fi(c,0) e

F2(—c,0), ¢ > 0 (Veja figura anterior). Por definicdo, temos que:

|[d(P, F1) — d(P, )| = 2a, c>a>0.

Desenvolvendo a igualdade acima, obtemos

2 2
S
a b2

a equacao reduzida da hipérbole para este caso.

De forma analoga, podemos obter a equacao reduzida da hipérbole

2 2
——
a b2

com centro na origem e focos sobre o eixo das ordenadas.

Da andlise destas dedugfes, temos
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FAGULDADE DE TECNOLOGIA £ CIENCIAS  EDUCAGAD A DISTANCIA

1. Comprimento do eixo transverso: |ET| = 2a;

2. Comprimento do eixo conjugado: |EC| = 2b;

. 2b? .
3. Comprimento do latus rectum: |LR| = — (Prove como exercicio).
a

Exemplo 1.21. Determine uma equacao da hipérbole de focos F(+2,0) e vértices A(+1,0).

Solucdo: Como F(+2,0), o centro € O(0,0) e ¢ = 2. Podemos concluir também que a equagéo é do
2 2

; Yy
tlpO ? + ﬁ -
temos b = /3. Portanto, a equac&o da hipérbole procurada é: x> + % =1.

= 1. Fagamos F;(2,0) e A;(1,0), donde ¢ — a = 1. Segue que a = 1. Como ¢? = 2% + b?,

A tabela a seguir apresenta um resumo das principais caracteristicas da hipérbole quando o eixo focal

€ paralelo a um dos eixos coordenados.
EF
a

EN

~ c

~
~
b

2 2 X2

Podemos obter ugéaeijagab, na forma reduzida, da hipérbole com c%atro p‘(ﬁ J<) fora da origem do
sistema Oxy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso, basta transladarmos o
sistema Oxy para uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema O'x’y’.
Assim, as equacdes destas elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

EN

N e’

A A Y TR P S

Porém, pelas equac@es de translacdo ( 1.1) temos que

x' = x—h
y = y—k

Logo,

=1 ou =1} (1.23)

Excentricidade da Hipérbole

Definimos a excentricidade ‘e’ da hipérbole a razdo entre os comprimentos dos segmentos F; F; e A; A;.
Neste caso, temos

c
e=—>1.
a

Exemplo 1.22. Determine a excentricidade da hipérbole cujos comprimentos dos eixos transverso e
conjugado séo iguais a 4 e 6, respectivamente.

Solugdo: Temos que 2a =4 e 2b = 6. Assim, a =2 e b= 3. Como c? = a% + b?, segue que, c = /13

c V13
ee=—=——.
a 2
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1.6.3 Exercicios Propostos

EP 1.39. Determine uma equacéo da hipérbole de focos F(+5, 0) e vértices A(+3,0).
EP 1.40. Determine o comprimento do latus rectum da hipérbole da questdo 1.39.

EP 1.41. Determine a equacéo reduzida da hipérbole de centro O’(2, —3), eixo normal paralelo ao eixo
das ordenadas e comprimentos dos eixos transverso e conjugado iguais a 4 e 6, respectivamente.

EP 1.42. Em cada uma dos seguintes itens, determine a equacao da hipérbole, a partir dos elementos
dados:
(a) focos Fi(—1,3) e F»(—7,3) e comprimento do eixo transverso igual a 4;
(b) vértices A;(5,4) e Ax(1,4) e comprimento do latus rectum igual a 5;
(c) focos F1(2,13) e F»(2, —13) e comprimento do eixo ndo transverso igual a 24;
(d) centro C(0,0), um dos focos F(4,4) e um dos vértices A(2v/2,2v/2);
(e) assintotas r: 4x+y —11=0es:4x —y — 13 = 0 e um dos vértices A(3,1);
(f) um dos focos F(2v/2,2+/2), eixo normal EN : y = —x e excentricidade e = g;
(9) eixo normal y = 2, uma das assintotas r : 2x — y = 4 e comprimento do latus rectum igual a 3;
EP 1.43. Dada a equacéo
xy —3x+4y —13 =0, (1.24)

identifique a cbnica e determine as coordenadas dos vértices e dos focos, as equagfes dos eixos focal e
normal, a excentricidade e o comprimento do latus rectum.

EP 1.44. Uma hipérbole tem por equagéo (x’ — 2)? — y'? = 4 se em relagdo ao” v

sistema x’ Oy’ indicado na figura. Determine em relagdo ao sistema xOy: (a) as
coordenadas dos vértices e dos focos; (b) as equacdes das assintotas; (c) a sua
equacao. 3 X
EP 1.45. Escreva a equacio da hipérbole conjugada da hipérbole de equagdo 16x? — 9y? = 144. Deter-
mine, também, de cada curva, as coordenadas dos focos e as equacdes das assintotas.
EP 1.46. Determine a equacéo da hipérbole equilatera de focos nos pontos F(1,6) e F>(1, —2).

EP 1.47. Dois vértices de um triangulo sé@o os pontos A(1,0) e B(5,0). Determine a equagéo do lugar
geométrico do terceiro vértice C, se este se move de forma que a diferenga entre os comprimentos dos
lados AC e BC é sempre igual & metade do comprimento do lado AB.

EP 1.48. Dada a equagdo 5y —4x?+ 10y + 16x — 31 = 0, determine as coordenadas dos focos e vértices,
a excentricidade, a medida do latus rectum e a equacéo de eixo normal. Esboce o gréfico.

EP 1.49. Esboce o gréafico da cénica de equagdo 11x2 + y? + 10v/3xy + 16 = 0 e determine as equacdes
das assintotas em relacao ao sistema xOy.

EP 1.50. Determine a equacéo geral da hipérbole de centro no ponto (3v/2,3v/2), um dos seus vértices

- 5

em (0, 0) e excentricidade 3

EP 1.51. Determine uma equacéo da hipérbole de vértices nos pontos A; (1, 2) Ax(—1, —2) e comprimento
do latus rectum igual a 2+/5.

EP 1.52. Determine uma equacao da hipérbole cujo eixo focal esta sobre areta r : y + 2 = 0, possuli
equacdo de uma das assintotas —x + y + 5 = 0 e de latus rectum medindo 10u.
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A Etimologia das Palavras que Definem as Secoes Conicas

Arquimedes e os pitagoéricos foram os primeiros a empregar as palavras Pardbola, Elipse e Hipérbole,
porém, com outra acepcao da atual: se¢cdes a uma superficie conica, que se deve a Apolbnio.

Traduzida do grego

— ‘mapafoln’ a palavra parabola significa: comparacdo; igualdade. Deve-se ao
fato da igualdade y?> = ¢ - x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rectum.

y V
Esta é obtida considerando a Parabola de vértice na origem e foco sobre o eixo das 4 K
F(0.p) X

abscissas. A equacdo reduzida €, entdo, y?> = 4p - x. Como o comprimento do latus
rectum de uma parabola é ¢ = 4p, temos, portanto, y> = ¢ - x.

— ‘eAderypi(’ a palavra elipse significa: falta; omissé@o. Deve-se ao fato da desigual-
dade y? < /- x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rectum. Esta é obtida
considerando a Elipse de centro no ponto (a,0) e 2a e 2b 0os comprimentos, respec- Y
tivos, do eixo maior e menor da elipse de eixo focal coincidindo com o eixo das ab- ‘
(x—a)* ¥
a2 b? -
y

scissas. A equacdo reduzida é, entao, + 2= = 1. Isolando y?, obtemos a—p a atp X
2 2b2 bzX2 2b2

. Como o comprimento do latus rectum de uma elipse é { = —,
a

b?x? .
temos, portanto, y? = /x — —j Donde, podemos concluir que y? < ¢ - x.
a

y X —_—
a a2

— ‘vwepPBoAn’ a palavra hipérbole significa: excesso; exagero. Deve-se ao fato da
desigualdade y? > /- x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rectum. Esta é
obtida considerando a Hipérbole de centro no ponto (—a, 0) e 2a e 2b 0s comprimen-

tos, respectivos, do eixo real e imaginario da Hipérbole de eixo focal coincidindo com PR
2 2 —a+c —a —a—c
. . ~ . p ~ X+ a .
0 eixo das abscissas. A equacao reduzida €, entao, % — % = 1. Seguindo o

S . . a . ~
mesmo raciocinio adotado anteriormente para a Elipse, com as devidas alteracdes,
podemos concluir que y? > /- x.

1.7 A Equacao Geral de Grau Dois e as Conicas

Sabemos que equacdes a duas variaveis de grau um podem representar no plano uma reta. Veremos,
nesta se¢cdo, sob que condi¢cdes uma equacdo de grau dois pode representar uma cbnica. A equacao
( 1.5), pagina 14, de segundo grau a duas variaveis pode representar uma conica. De fato, podemos
transforma-la na equacéo ( 1.6) e, posteriormente, transladarmos para uma nova origem. Enunciaremos
um teorema o qual ficara facilmente provado apés as definicdes que serado vistas nas préximas secoes.

1.12 Teorema. Considere a equacao ( 1.6) da pagina 1.5. Se a’ ou ¢’ séo ndo nulos, entdo ela representa
uma secao conica que pode ser reconhecida por:

1.Sea #0,c =0ee #00ud =0,c #0ed # 0, entdo a equacdo ( 1.6) representa uma
paradbola. No primeiro caso a parabola possui eixo de simetria paralelo, ou coincidente, ao eixo Oy’.
No segundo, este eixo é paralelo, ou coincidente, ao eixo Ox’. Se ¢’ = 0, no primeiro caso, ou d’ = 0,
no segundo, a equacao representa duas retas distintas paralelas, ou coincidentes, ao eixo Ox’, Oy’,
respectivamente, ou nenhum lugar geométrico, conforme as raizes da equacio a'x’> + d’'x’ + f' = 0

ou c’y’2 + €'y’ + f' = 0 sejam, respectivamente, reais e desiguais, reais e iguais ou complexas;

2. Se 4’ e ¢/ sdo ndo nulos e de mesmo sinal, a equagédo ( 1.6) representa uma elipse;

3. Se 4’ e ¢/ sdo ndo nulos e de sinais contrarios, a equacao ( 1.6) representa uma hipérbole.
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Pode-se determinar ainda qual conica a equagéo ( 1.5) representa sem termos, necessariamente, que

aplicar as equacdes de rotacdo. Para isso basta fazermos / = b>—4ac e com base no sinal de / verificarmos
qual secéo cbnica teremos. Assim,

Cénica ‘ Elipse Parabola Hipérbole
indice [ 1<0 /=0 >0

Exemplo 1.23. Determine a natureza do lugar geométrico descrito pela equacgéo

5x2 + 4xy + 2y? — 24x — 12y +29 = 0.

Solucdo: A natureza da curva € eliptica, pois, | = 4° —4.5.2 = —24.

1.8 A Equacao Geral das Coénicas

Podemos obter a equacao geral das cbnicas se partimos da seguinte afirmacao:

1.13 Definicdo. Sejam ¢ uma reta fixa (diretriz) e F ¢ ¢ (foco) um ponto fixo. O lugar geométrico dos
pontos P do plano determinado por £ e F, cuja razdo entre as distdncias de F a P e de P a £ é uma
constante positiva e (excentricidade), representa uma secao conica.

Vejamos como as cOnicas até aqui apresentadas se enquadram nesta defini¢ao.

Considere F(f,0),¢: x=0e P(x,y).

y=¢
Pela defini¢cdo ( 1.13) temos
Ll R
|PA]
(x —fF)2+y?
= e
x2
(x—F)P2+y> = ex°
X2 —2fx+f24+y?—e’x> = 0
F(£,0) x (1—e?)x% —2fx + y? + 2 0

f . - f . o
Se e = 1, temos y? = 2f (x — 5), uma parabola de vértice em <§, 0) e eixo focal coincidente com o
eixo das abscissas.
) 2f y? f2 .
Se e # 1, temos x* — 1— a2~ + o + 2= 0, que, claramente, representa uma elipse se e < 1,
—é —é

ou uma hipérbole se e > 1. Efetuando-se os célculos necessarios podemos chegar facilmente a forma
reduzida dada por

F 2
[X (- ez)] y?
62f2 62f2
(1—e?)? (1-e?)

=1.

e e yA - C . . ~ .
O valor de e apresentado aqui é idéntico ao valor — que fora introduzido em sec¢6es anteriores. De fato,
a

2f2 2f2
no caso da hipérbole, temos a* = (16762)2 e b= ﬁ. Das relagées fundamentais seque que

e?f? e2f?(e? — 1) e*f?

2_ 2 2 _ .
R ) R e R R
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Lodo 2 et (1— e2)?
90, 5 = (1—e2)? e2f2

Exemplo 1.24. Mostre que o comprimento do latus rectum da hipérbole (ou elipse) é 2|f|e, onde e é a

. c
, oU seja, e = —.
a

excentricidade da cbnica e f € a distancia de um dos focos a diretriz mais proxima.

2b? f2e? |1 —¢€? |f]?e? |1 — €| |fle
Solugéo: |LR|=— =2 . = . -
¢ ILR] a e2—1 |[fle e2—1 |fle e?—1

2|fe.

|f]e
|1—62|:2ﬁ|1—62|:

Uma conseqiiéncia da definicdo ( 1.13) € que, assim como as parabolas, as elipses e as hipérboles
apresentam diretrizes.

1.8.1 Diretrizes das Elipses e das Hipérboles

Considere a elipse E de centro na origem do sistema Oxy e focos em Fi(c,0) e F»(—c, 0). Portanto, a

2 2

equacao que representa o lugar geométrico dos seus pontos é X—2 + % = 1. Sendo assim, as equactes
a

das diretrizes ¢; e ¢; de E sédo da forma x = a € x = —q, respectivamente. De acordo com a definicao (

d(P, F -
1.13) temos que para todo ponto P(x,y) € E, d(P. i) = e. Portanto, para o vértice A;(a, 0), temos que

d(P, 1)
d(A1, F; — . .
M = e. Segue que, 27 ¢ _ £ Fazendo-se os devidos ajustes encontramos a = 2 Podemos
d(Aq, t1) a—a a e

concluir, portanto, que as equagdes das diretrizes correspondentes aos focos F; e F, séo, respectivamente,
a a

X=—-ex=——.
e e

De forma anéaloga, encontramos as mesmas equacdes para as diretrizes da hipérbole.

1.8.2 Exercicios Propostos
EP 1.53. Obtenha a equacgé&o da elipse de focos em (6,1) e (—2,1) e equacédo de uma das diretrizes
x =11.
EP 1.54. Determine as diretrizes da hipérbole de equagdo x> — y? = 4y e esboce o grafico.
EP 1.55. Determine as diretrizes da elipse de equagio x? 4 y? = 8y e esboce o gréfico.
EP 1.56. Determinar a equagao da hipérbole de vértice V(3, —1) e uma das diretrizes y — 1 = 0.

EP 1.57. Determinar a equagéo da secao conica cujo foco é o ponto F(—1, —2), cuja equagéo da diretriz
€/:x—y+1=0e de excentricidade e =0, 5.

EP 1.58. um ponto se desloca de modo que a sua distancia a reta r : y = —4 equivale a trés meios de
sua distancia ao ponto Q(3,2). Determine a equagado do lugar geométrico assim gerado.

EP 1.59. Escreva uma equacao da elipse de excentricidade 3 cujos focos coincidem com os vértices da
hipérbole H : 16x?> — 9y? — 64x — 18y + 199 = 0.

EP 1.60. Determine a equagéo reduzida da paradbola cujo vértice coincide com o centro da hipérbole

(x—1)?
4

H :2x? —7y% — 4x + 14y = 19, e cuja diretriz coincide com o eixo focal da elipse E : +(y+2)2=1.

. ~ . - . 3 . . _
EP 1.61. Determine a equagéo da elipse de excentricidade igual a g e com eixo maior coincidente
com o latus rectum da parébola de equacgéo y? — 4y + 8x + 28 = 0.

EP 1.62. Considere a curva h: 4x> — y?> — 8x + 4y — 16 = 0 e determine:
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(a) a equagdo de suas assintotas;

(b) a equacao geral da parabola cuja diretriz coincide com o eixo normal de h e cujo vértice coincide com
o centro da elipse de equagdo 2x? + 7y? — 8x — 42y + 57 = 0.

EP 1.63. Determine as equacgdes dos eixos normal e focal da conica de equagio x? +2y? = 4x —8y — 10.

EP 1.64. Determine a equacgéo da hipérbole cujo eixo transverso coincide com o eixo menor da elipse
de equacgdo x> — 4x +2y? + 8y + 10 = 0 e uma das extremidades do eixo conjugado coincide com o vértice

da parabola de equagdo (y + 2)?> = —16x — 16.

EP 1.65. Considere a conica de equagéo C : 9y? — 36y — 16x? — 96x — 252 = 0 e determine:

(a) As equacdes de suas assintotas;
(b) A equacéo da elipse cujo eixo menor coincide com o eixo transverso de C e um dos focos coincide
com o vértice da parabola (y — 2)? = 8(x — 3).
EP 1.66. Determine a equacdo de uma hipérbole cujo eixo focal é paralelo a Ox, de centro no foco da
. - o . - . —3)2

parabola x>—4x—8y—4 = 0, um dos vértices da hipérbole é um dos vértices da elipse (x—4)2+% =1
e (2 +2+v/2,0) um de seus pontos.

EP 1.67. Determine a equacgdo reduzida da cOnica que passa por (1,3) e cujos focos F; e F, séo,
respectivamente, as interse¢des da reta r : x = 1 e da paréabola x = y? — 1.

EP 1.68. Considerando a curva C : 4(x — 1)? — 9(y + 2)? = 36, determine:

(a) As equacdes de suas assintotas;

(b) A equacao da parabola cujo vértice coincide com o centro de C e tem como diretriz a reta de equacéo
xX+2=0;

~ o - 1 : . -
(c) A equacao da conica de excentricidade 5 e cujos focos coincidem com os vértices de C.

EP 1.69. Determine a equacgdo reduzida da cOnica que passa por (1,3) e cujos focos F; e F, séo,
respectivamente, as intersecdes da reta r : x = 1 e da parébola x = y? — 1.
EP 1.70. Uma conica tem por equacao 5y’> — 4x’> + 10y’ = 15 se em relac&o ao sistema x’ Oy’ dado.
y

(a) Identifiqgue esta cbnica; ,
y

(b) Esboce o grafico desta conica identificando (destacando) o centro, )

. . , o N A e X
0s vértices, os eixos normal e focal, as assintotas (caso existam) V3
e cada um dos latus rectum em relacéo ao sistema x’'O'y’;
(c) Determine as coordenadas dos focos em relacdo ao sistema xOy. 3 x

EP 1.71. Obtenha a equacao geral da cbnica a partir dos elementos dados:

(a) Foco F(—1,—1), diretriz £ : 4x + 3y = 12 e excentricidade e = 5;
(b) Foco F(0,0), diretriz £ : x + 2y = —2 e excentricidade e = 1.
EP 1.72. Determine a equagéo parabola de vértice V(0,0) e diretriz¢: y +2x+10=0

EP 1.73. Determine a equagao da elipse onde um dos focos € F(2,2), uma das diretrizes ¢; : x —10 =0
- 1
e excentricidade e = 3
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EP 1.74. Determine a equagéo da hipérbole de assintotas r : y +2x —2=0es:y —2x+2 =0 e foco
Fi(1++/5,0);
EP 1.75. Dada a hipérbole de equacgéo x? + y? + 4xy — 2x — 4y — 11 = 0, determine as coordenadas dos
focos, a equacéo do eixo focal e as equacgBes das diretrizes.
: N - A3 o
EP 1.76. Determine a equagdo da conica sabendo que o seu centro dista 3 unidades da diretriz e

possui vértices A;(—3,3) e Ax(1,3).

. . o1 . L
EP 1.77. Determine a equacao da cbnica sabendo que o seu centro dista ?6 unidades da diretriz e os
focos sé@o os pontos Fi(2,4) e F(2, —6).

EP 1.78. Determine uma equacao da conica de centro no ponto C(2,2), foco no ponto F(3,4) e diretriz

{:2x+4y —17 =0.
. « . . . V2

EP 1.79. Determine a equacgdo reduzida da conica de centro no ponto C(0,2), excentricidade > e
diretrizd : x +y — 10 = 0.

EP 1.80. Determine as coordenadas dos focos e as equacdes das diretrizes da hipérbole de equacéo

3x2 4 10xy + 3y? — 14v2x — 182y 4+ 22 = 0.

EP 1.81. Determine a equacao geral da elipse de diretrizes /1 : y +6 =0e ¢, : y —2 = 0 e um dos focos

em F (1, —l>
4
EP 1.82. Determine as equagdes das diretrizes das curvas ( 1.18) e ( 1.24).
EP 1.83. Determine a equagao da elipse de vértices A;(7,0) e Ax(—1,0) e diretriz x = 11.

EP 1.84. Determine a equacao da hipérbole de centro C(0,0), comprimento do eixo transverso igual a
44/2 e uma de suas diretrizes é areta y = x + 2.

EP 1.85. Considere os pontos A(—1,0) e B(2,0). Determine a equagao do lugar geométrico dos pontos
M do plano nédo pertencentes a reta que passa por A e por B e tais que o angulo B do triangulo AMB seja
sempre o dobro do angulo A deste triangulo. Esboce o grafico.

EP 1.86. Determine a equacéo reduzida da parabola de diretriz y + x = —2, sabendo que os pontos
Li1(—1,3) e [»(3, —1) séo as extremidades do latus rectum. Esboce seu gréfico.

EP 1.87. Determine a equacéo da conica de centro C(1, —2), comprimento do eixo conjugado igual a
41/6 e x — 3 = 0 a equacéo de uma das suas diretrizes.

EP 1.88. Determine as coordenadas dos vértices e as equacdes das diretrizes da cbnica de equacao
7x% 4 16y — 96y + 39 = 0.
EP 1.89. Uma conica possui foco em F(2,7), diretriz ¢; : 4y — 37 = 0 e passa pelo ponto Q. Sabendo
25 . - . .
que d(Q, F1) =5ued(Q t) = 7Y identifiqgue e determine a equacéo desta conica.

EP 1.90. Identifiqgue as cbnicas a seguir, justificando sua resposta.

(@) x? — 10xy + y> — 10x +2y + 13 =0; () 3x% 4+ 2y? + 18x — 8y +29 = 0;

(b) 2x2 + 2xy + 2y? — 2x — 10y + 11 = 0; (@) y> —4x+2y+9=0;

(c) 16x2 + 24xy + 9y? + 60x — 80y + 100 = 0. (h) x?2 — 4y? — 4x — 24y — 36 = 0;
(d)x2+y2 —2x+4y —4=0; (i) 3x> — 2xy +3y? —2x — 10y + 9 = 0.

(€) x> +y?> +6x—8y =0;
EP 1.91. Dada a conica de equagao x> + y? — 2xy + v/2x = 0, determine as coordenadas do foco e uma
equagao da diretriz. Esboce o grafico da cénica.
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1.9 Surgimento da Geometria Analitica

A Geometria, como ciéncia dedutiva, foi criada pelos gregos. Mas, apesar do seu brilhantismo, faltava
operacionalidade a geometria grega. E isto sé iria ser conseguido mediante a Algebra como principio
unificador. Os gregos, porém, ndo eram muito bons em algebra. Mais do que isso, somente no século XVII
a algebra estaria razoavelmente aparelhada para uma fusao criativa com a geometria.

Ocorre, porém, que o fato de haver condigcbes para uma descoberta ndo exclui o toque de genialidade
de alguém. E no caso da geometria analitica, fruto dessa fusdo, o mérito ndo foi de uma sé pessoa.
Dois franceses, Pierre de Fermat (1.601 — 1.665) e René Descartes (1.596 — 1.650), curiosamente ambos
graduados em Direito, nenhum deles matematico profissional, séo os responsaveis por esse grande avango
cientifico: o primeiro, movido basicamente por seu grande amor, a matematica; e o segundo, por razdes
filoséficas. E, diga-se de passagem, ndo trabalharam juntos: a geometria analitica € um dos muitos casos,
em ciéncia, de descobertas simultaneas e independentes.

Se o bem-sucedido Pierre de Fermat, zeloso e competente conselheiro junto ao Parlamento de Toulouse,
dedicava muitas de suas melhores horas de lazer a matematica, certamente ndo era porque faltasse, al-
guém em sua posicdo, outras maneiras de preencher o tempo disponivel. Na verdade, Fermat simples-
mente ndo conseguia fugir a sua verdadeira vocacao e, apesar de praticar matematica como hobby, nen-
hum de seus contemporaneos contribuiu tanto para o avango desta ciéncia quanto ele. Além da geometria
analitica, Fermat teve papel fundamental na criacdo do Calculo Diferencial, do Célculo de Probabilidades
e, especialmente, da Teoria dos Nimeros, ramo da matematica que estuda as propriedades dos nimeros
inteiros.

A contribuicdo de Fermat a Geometria Analitica encontra-se num pequeno texto intitulado Introducgéo
aos Lugares Planos e Sdlidos e data, no maximo, de 1.636, mas que s6 foi publicado em 1.679, postu-
mamente, junto com sua obra completa. E que Fermat, bastante modesto, era avesso a publicar seus
trabalhos. Disso resulta, em parte, o fato de Descartes comumente ser mais lembrado como criador da
Geometria Analitica.

O interesse de Descartes pela matematica surgiu cedo, no "College de la Fleche", escola do mais alto
padrao, dirigida por jesuitas, na qual ingressara aos oito anos de idade. Mas, por uma razao muito espe-
cial, ja revelava seus pendores filosoficos: a certeza que as demonstracdes ou justificativas matematicas
proporcionam. Aos vinte e um anos de idade, depois de frequentar rodas matematicas em Paris (além de
outras), ja graduado em Direito, ingressa, voluntariamente, na carreira das armas, uma das poucas op¢des
“dignas” que se ofereciam a um jovem como ele, oriundo da nobreza menor da Franca. Durante os quase
nove anos que serviu em varios exércitos, nao se sabe de nenhuma proeza militar realizada por Descartes.
E que as batalhas que ocupavam seus pensamentos e seus sonhos travavam-se no campo das ciéncias e
da filosofia.

A Geometria Analitica de Descartes apareceu em 1.637 no pequeno texto chamado “A Geometria”,
como um dos trés apéndices do Discurso do Método, obra considerada o marco inicial da filosofia mod-
erna. Nela, em resumo, Descartes defende o método matematico como modelo para a aquisicdo de
conhecimentos em todos 0s campos.

A Geometria Analitica, como é hoje, pouco se assemelha as contribuicdes deixadas por Fermat e
Descartes. Inclusive, sua marca mais caracteristica, um par de eixos ortogonais, néo foi usada por nenhum
deles. Mas, cada um a seu modo, sabia que a idéia central era associar equac¢des a curvas e superficies.
Neste particular, Fermat foi mais feliz. Descartes superou Fermat na notagéo algébrica.

Hygino H. Domingues
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o e=1. (c)(A) Ai(3,6), Ax(3,2); Fi(3,4 + VI3), F2(3.4 — VI3) (B) EF : x = 3, EN: y — 4 (C) |LR| = 9 e = ? ©) |ET| = 4 »

8 |EC| =6. 1.269x* +25y% + 18x — 50y — 191 = 0. 1.27. 1.28. 1.20. 1.30. 1.31. 1.32. 1.33. 1.34. 1.35. 1.36. 1.37 o
4)2 _3)2 _3)2 _4) o
© . 138 1.39. 1.40. 1.41. 1.42(a) % - % =1 (b) % - % = 1; (0) 114y? — 25(x — 2)> = 3600; °

o (d)xy = 8; (e) (CRR N Ct)s = 1; (f) 9y + 162xy + 9x* = 640; (g) 9(y — 2)*> — 36(x — 3)? = 324. 1.43. 1.44 (a) (b) .

o 4 1

4
o (c) 1.45 Hipérbole dada: Focos: F;(5,0), F2(—5,0); Assintotas: r : 3y — 4x = 0, s : 3y + 4x = 0; Hipérbole conjugada: Equag&o:
2

2
o )1/_6 — % = 1; Focos: F1(0,5), F»(0, —5); Assintotas: as mesmas. 1.46. 1.47. 1.48 A;(—5,2), Ax(—3,4); Fi(—4 — V2,3 — V2), ©
o Fo(—44+V2,34+V2),EF :y=x+T,EN:y=—x—1e=x+T7|LR| =2v2 149. 150. 1.51. 1.52. 1.53. 1.54. 155. "
o —2)? 1)2 o
® 1.56. 1.57. 1.58 9x* +5y® — 54x — 68y +53 = 0. 1.59 (Xlzg) + % =1. 160 (x —1)> =12(y —1). 1.61. 1.62. o

. ’ 1 2 7\2 o
o 1.63. 1.64x> —9y? —4x —36y+9=0. 1.65. 1.66. 1.67. 1.68. 1.69. 1.70 (a) Hipérbole; (b) (S %

=1,C(0 —1); *

o 2 o
o A1(0,1); Ax(0, —3); B1(v/5, —1); Bo(—+/5, —1); F1(0,2); F2(0, —4); EF : x' = 0; EN : y’ = —1; assintotas y’ = :I:T\/gx’ —1.() u

© R (—=1,v3); F2(2, —2v/3).  1.71 (a) 15x> + 24xy + 8y? — 98x — 74y + 142 = 0 (b)4x? —4xy +y?> —4x —8y —4=0. 1.72 o
o x2 —4xy —4x—8y —4=0. 1.738x*+9y? —16x—36y —28=0. 1.744x>—y?> —8x=0. 1.75. 1.76. 1.77. 1.78. 1.79. 1.80. o

o —32 ) —y)? o . . .
o 1.81. 1.82. 1.83 (x ) + Y _1. 184 (x =) _xty 1. 1.85 Ramo direito da hipérbole 3x> — y* = 3, excluindo-se 0 °
o 16 12 16 48 o
o 2 2 o
o vértice. 1.86x% — 2xy +y® —8x — 8y = 0. 1.87. 1.88. 1.89. 1.90. 1.91 F (7%, %) 0 axtay —B=0. "

EerTJE} Sistema de Coordenadas Polares

Apresentacao

O sistema de coordenadas polares € um outro dispositivo que podemos utilizar para localizar pontos
no plano e, conseqlientemente, representar lugares geomeétricos através de equacdes. Um dos principais
fatores que justificam a introducao desse sistema de coordenadas se deve ao fato de que alguns lugares
geomeétricos neste possuem equacdes mais simples do que no de coordenadas cartesianas.

2.1 Coordenadas Polares

Um ponto no plano é localizado através de um sistema de coordenadas. Por exemplo, o sistema de
coordenadas cartesianas xOy. Outro sistema de coordenadas muito utilizado é o de coordenadas polares
onde consideraremos uma semi-reta horizontal, chamada de eixo polar, e de origem em um ponto O,
chamado de pdlo. A semi-reta perpendicular que passa por O chamaremos de eixo a 90° ou eixo normal.
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Qualquer ponto P do plano seréa localizado no sistema de coordenadas polares P(r,6)
pelo par (r, ) denominado coordenadas polares, onde r indica a distancia do ponto
P ao polo O e é denominado raio vetor ou raio polar, e o angulo 6 obtido da rotacao
do eixo polar até o segmento OP, o qual chamaremos de angulo vetorial ou angulo 0 A
polar de P. 0

Consideraremos o angulo polar positivo quando a rotacédo do eixo polar for feita no sentido anti-horario
e, 0 negativo, no sentido horario, tal como fazemos no estudo de trigonometria. Se P(r, §) possui raio vetor
negativo (r < 0) devemos rotacionar o eixo polar em =« + 6 e marcar |r| unidades a partir do pélo O.

Ao polo podemos assaciar o par de coordenadas (0, ), em que 6 representa um angulo qualquer.

2.1.1 Exercicio Proposto

12Q° ‘ 60°
EP 2.1. Utilizando o papel de coordenadas polares, posicione 135° %\/: } “L g0
os pontos no plano dadas suas coordenadas polares: A(2,g), 15(k°/\/\/</\\/\:¥:/\//\>(\/\\30°
AV YRS St
3 \\\//‘_ \/// \
( 3, ) ( 5,37 ) D(6,7g),E(E,—4g),F(—2,315°),G(4,—g), 1605 - s
T T 117 \ \\ \\/\/>/</T\>\<>/\// // :
0 T m _4 22" VA LT AN
( 2v )1 ( 3115 )1 J(4v 6)! K<5, 4 )a L< 4’1 6 >1 M(lvl)! 2106\\>/\\/\\/\%/\//\/><//3 0°
N(6,2). 205° /T T Y 31s°
‘ o

2.2 lIgualdade entre Dois Pontos em Coordenadas Polares

Observe que um ponto P(r, ) em coordenadas polares determina um Unico ponto no plano. Entretanto,
a reciproca néo é verdadeira, pois um ponto P(r, ) do plano pode ser representado por (r, 6 + 2kx) ou
(=r. 0+ (2k + 1)7), onde r € R, 6 em radianos e k € Z. De forma resumida, temos:

(r;0) = ((=1)%-r,0 + kr), k€ Z. (2.25)

2.2.1 Exercicios Propostos

EP 2.2. Verifique quais dos seguintes pares de coordenadas polares representa o ponto P (2, g)

5 137 s 257 117 377
A2g)8(25) c(Lg)p(25) £(25) F(27F)

EP 2.3. Dados os pontos Py (3, 5%), P>(—3,330°), P3(—1, —g), Pa(2, —315°), P5(0,53°), Ps(0, e™) e Ps(1,3),
determine:

(a) A representacao gréafica de cada um desses pontos no plano polar;
(b) Trés outros conjuntos de coordenadas polares para 0s pontos Ps; € Py;
(c) As coordenadas retangulares dos pontos Py, Ps e P;

(d) Quais desses pontos coincidem com o ponto P(3,2310°);

EP 2.4. Determine os valores de x e y sabendo que os pontos (x — 3,30°) e (2, y — 60°) s&o iguais.
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2.3 Determinacao Principal de um Ponto

Um ponto (r, #) em coordenadas polares se encontra em sua determinagao principal se, e somente se,

r > 0
6 € [0,2n).

Adota-se a determinagéo principal do pélo como sendo o par (0,0). Observemos que, por defini¢cdo, o
polo é o Unico ponto do plano polar que ndo possui um conjunto principal.

2.3.1 Exercicio Proposto

e . 17
EP 2.5. Encontre a determinacao principal dos seguintes pontos: P; (—3, 51%), Py(—3,3320°), P; (—1, —%)
P4(2, —7150) e P5(4, 5300)

2.4 Transformacoes entre Coordenadas Polares e Retangulares

Fagamos coincidir as origens e os eixos Ox e polar dos sistemas de coordenadas cartesiano e polar,
respectivamente. Seja P um ponto cujas coordenadas cartesianas séo (x, y) e (r, #) as suas coordenadas
polares. De acordo com a figura abaixo temos

Y Logo,
P(r. ) x = r-cos(f),
Vb — — — — | y = r-sen(f).
, : Como x2 + y? = r?, temos que
[
| X
r = +./x2+y?2 cos(l) = *+—m——,
’ i ( )y (©) NCETE
Yy Yy
0] X X 0 = arctg|=), sen(d) = +——=—.
X /X2 _|_y2

2.4.1 Exercicios Propostos

EP 2.6. Determinar as coordenadas cartesianas do ponto P cujas coordenadas polares s&o:

1 27
@ (2.arctg(3) ): ® (45).
EP 2.7. Quais as coordenadas polares do ponto P(3, —+/3) do sistema de coordenadas cartesianas?

EP 2.8. Determinar a equacéo polar do lugar geométrico cuja equacéao retangular é:

(@y=1-2x; b)x>—y—8x+1=0; (©)x®+y?> —4x—2y+1=0.

EP 2.9. Determinar a equacéo retangular do lugar geométrico cuja equacéao polar é:

(@) 2 = rcos(9); (b) r(1 + cos()) = 2; (c) r=5.
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2.5 Distancia entre Dois Pontos em Coordenadas Polares

Sejam Pi(r,601) e Py(r:, 0;) dois pontos do plano ex-
presso em coordenadas polares. Observe, na figura ao
lado, que a distancia entre eles é consequéncia imediata
da lei dos cossenos. De fato, no triangulo AOP; P,, temos

que
82 = r2+r3—2nrcos(f; — 0,)
54
d(P1, P2) = \/rl2 +r2 —2rir cos(f1 — 62).

2.5.1 Exercicio Proposto

EP 2.10. Classifigue, quanto aos lados, o tridngulo de vértices P, (3, %) P> (7, %) e Ps (3, g)

2.6 Equacao Polar

Uma equacao polar é qualquer equacgéo do tipo
F(r,6) =0. (2.26)

A relagdo dada em ( 2.26) representa um lugar geométrico. Veremos, por exemplo, que C : r = 3 é a
equacdo que descreve uma circunferéncia de centro no pdlo e raio 3 u. Observe que o ponto P (—3, g) €

C, pois, (3, z) satisfaz a equacdo de C. Assim, vemos que € possivel termos um ponto que pertenca ao
lugar geométrico definido por 7(r,#) = 0 sem que esta igualdade seja verificada. Além disso, equacdes
polares distintas podem representar o mesmo lugar geométrico como, por exemplo, r =3 e r = —3.

2.1 Definicdo. Duas equac0es polares f(r,0) = 0 e g(r, ) = 0 sdo equivalentes se representam 0 mesmo
lugar geomeétrico.

Temos ainda que equacfes equivalentes se classificam em triviais e néo triviais, respectivamente,
equacdes equivalentes que possuem ou hdo 0 mesmo conjunto solucéo.

Por exemplo, as equacgbes C; : r = 3 e (, : 2r = 6 representam uma circunferéncia
de centro no pdlo e raio 3 e apresentam o mesmo conjunto solugéo (S = {(3,6),0 € R}),
portanto, sdo equacdes equivalentes triviais. J& as equacdes polares C; : r =3 e G :

r = —3 representam também uma circunferéncia de centro no poélo e raio 3, porém, ndo
apresentam o mesmo conjunto solugdo (S5, = {(3,0),0 € R} e S, = {(-3,6),.0 € R}),
portanto, sdo equacgdes equivalentes nao triviais. P

2.7 Conjunto Abrangente

2.2 Definicdo. Abrangente € o conjunto de todas as equacdes equivalentes a de umacurva C : f(r,0) = 0.

2.3 Teorema. Seja C uma curva definida pela equacéo f(r, #) = 0. Entdo as equacdes polares da forma
fl(=1)k-r,0 + kr] = 0, k € Z, s&o equivalentes a equacao f(r, ) = 0.
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A prova deste teorema é direta e € deixada para o leitor.

Desta forma, se C uma curva definida pela equagédo f(r,8) = 0, o conjunto abrangente da curva C
associada a equagao f(r, ) = 0 ou o conjunto abrangente da curva C : f(r,0) = 0, & dado por

E(C)={f[(-1)*-r,0 + km)] =0; kcZ}. (2.27)

Uma equacdao polar € chamada de abrangente se o seu conjunto abrangente € unitario.

( Nota 1.

1. Se um ponto, diferente do pélo, pertence a uma curva C, entdo todo par de coordenadas
polares de P satisfaz a pelo menos uma equacédo do conjunto abrangente da curva C. Em
outras palavras, E(C) é abrangente se qualquer um dos pontos de C, distinto do polo, satisfaz
a uma das equag0es de E(C).

2. O polo pertence a uma curva C, definida pela equacgdo f(r,0) = 0 se, e somente se, a
equacdo em 6, (0, 0) = 0, possuir conjunto solugdo nos reais nao vazio.

Exemplo 2.1. Determine um conjunto abrangente para as seguintes curvas: G, : r =2e G, : r-cos(f) = 2.

Solugdo: (a) f(r,0) = r —2 = 0. Portanto, f[(—=1)%-r,0 + kr) = (=1)k-r — 2 =0. Se k é par, ou seja,
k = 2n,n € Z, temos que (—1)?" - r —2 = 0. Assim, r = 2. Para k impar (k = 2n+ 1, n € Z) temos que
(=1)2n*+1.r —2=0. Assim, r = —2. Logo, E(C;) = {r = —2,r = 2}.

(b) f(r,0) = r - cos(§) — 2 = 0. Portanto, f[(—1) - r,0 + kr) = k=2n|k=2n+1
(—1)<-r-cos(f + kr) — 2 = 0. Observemos a tabela ao lado: (=1)%-r r —r
cos(f + km) | cos(f) | — cos(f)

Segue que, E(G) = {rcos(0) = 2}.

2.7.1 Exercicios Propostos

EP 2.11. Mostre que a equagéo C : r’ = acos(26), a € R*, é abrangente.

EP 2.12. Verifigue, em cada item, se o ponto P pertence a curva C:

@) P(4,7) e C: r(1+2cos(0)) = 4; (c)Péopodloe C:r=2—3sen(20);
3
(b) Péopdloe C:r?=3—2cos(); (d) P (-2, TW) e C:r’+4sen(f) = 0.

2.8 Equacao Polar da Reta

A necessidade de trabalharmos com equacdes polares de retas, apesar da simplicidade das equac¢des
destas na forma cartesiana, é evidente quando esta estd associada a problemas com outras curvas na
forma polar. Por exemplo, a intersecéo de curvas. A obtencao das equacdes polares das retas sera feita
de duas formas distintas. Primeiro, obteremos a equacao polar da reta que nao passa pelo polo e, por fim,
a que passa pelo polo.
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2.8.1 Equacao Polar da Reta que nao Passa pelo Pélo

Consideremos inicialmente uma reta ¢ que ndo passa pela poélo e
tomemos os pontos P(r, ) qualquer e N(p, o) de modo que o trian-
gulo ONP seja retangulo em N. Portanto,

cos(f —a) = é = p = rcos(f — a). (2.28)

Aplicando-se, na equacao ( 2.28), o cosseno da diferenca podemos
obter a equacao geral da reta em coordenadas retangulares

xcos(a) + y sen(a) — p = 0. (2.29)

2.8.2 Equacao Polar da Reta que Passa pelo Pélo

A reta que passa pelo polo é o lugar geométrico dos pontos P(r, 8) cujo angulo /
vetorial 6 seré constante, ou seja, § = o, ou ainda, 6 = « + 2kmw, k € Z. o

~0
2.8.3 Caso Particulares de Retas
Reta Paralela ao Eixo Polar
Uma reta paralela ao eixo polar possui &ngulo vetorial congruo a g—i—km keZ.
Assim,
p=r COS(@—%—/(TF) =r cos(@—g) = r sen(0).
0

Reta Perpendicular ao Eixo Polar

Uma reta perpendicular ao eixo polar possui o angulo vetorial céngruo a
km, k € Z. Portanto,
p=r cos(f — kr) = r cos(h). 0

Assim, podemos apresentar o seguinte teorema que abrange as equac¢éao polares das retas.

2.4 Teorema. Seja (p, @) 0 conjunto principal de coordenadas polares do pé da normal tracada desde o
pdlo a qualquer reta no plano polar. A equacéo polar da reta é dada por p = rcos(d — «). Se a reta passa
pelo polo, entédo sua representacado € dada apenas pelo &ngulo 4, 0 < § < w. Se areta é paralela ao eixo a
90° e sua distancia ao polo for p unidades teremos r cos(f) = +p. Se a reta é paralela ao eixo polar e sua
distancia ao polo for p unidades teremos rsen() = +p.

2.8.4 Exercicios Propostos

EP 2.13. Transforme as equacgfes das retas, dadas em sua forma polar, em sua forma retangular.

(@) % = %cos(@) + ? sen(0); (b) % = ? cos(f) + ? sen(9).  (€) 2 =rsen(0) (d) o= 2%

EP 2.14. Determine a equacao polar da reta que passa por P (4, g) e é perpendicular ao raio vetor de
P.
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2.9 Equacao Polar da Circunferéncia

Como a circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos P(r,8) que
equidistam de um ponto fixo C(p, «), temos: d(C, P) = R. Desenvolvendo-
se esta igualdade obtemos:

r? — 2pr - cos(d — a) + p? — R* = 0 (Equagéo polar da circunferéncia).

Ao desenvolvermos cos(f — «), obtemos:

r? — 2pcos(a)rcos(f) — 2psen(a)rsen(d) + p> — R = 0.

2.9.1 Exercicio Proposto

. . . . 5
EP 2.15. Qual a medida do raio e as coordenadas do centro da circunferéncia r> — 4r cos (9 — %) =57

2.10 Simetrias

Dois pontos P e P’ sdo simétricos em relacdo a um conjunto K se a distancia entre K e os pontos P e
P’ sdo iguais. Dentre as simetrias existentes, destacamos as simetrias central e axial, onde os conjuntos
K s&@o um ponto e uma reta, respectivamente.

2.10.1 Simetria em Relacido ao Eixo Polar

Dado um ponto P(r,#), o seu simétrico em relacéo ao eixo polar é o ponto P'(r’,8’) se, e somente se,

P(r,0)
| r'-r>0 e 0 +60=2kn ke,
r
[ ou
[
0 | r-r<0 e 04+0=0k+1)r keZ
T
0 o : A Geralmente, podemos nos limitar a trabalhar com:
r’ [
(r,6) é simétricoa (r,—60)oua (—r,™—0).
P/(r/' 9/)

2.10.2 Simetria em Relacao ao Eixo a grad

Dado um ponto P(r,#), o seu simétrico em relagéo ao eixo grad € o ponto P'(r',0') se, e somente se,
o rr>0 e 0+0=02k+ 1) keZ,
P | P(r.0) ou

r'-r<0 e 0 +0=2km keZ.

Geralmente, podemos nos limitar a trabalhar com:

(r,0) € simétricoa (—r, —0)ou a (r, ™ — ).
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2.10.3 Simetria em Relacao ao Pélo

Dado um ponto P(r,#), o seu simétrico em relagdo ao polo é o ponto P'(r’,6') se, e somente se,

P(r,0)
r'-r>0 e 0 —-0=02k+1r keZ,
ou

|
|
l For<0 e @ —0=2kn keZ

Geralmente, podemos nos limitar a trabalhar com:

(r,0) é simétricoa (r,m+ @) oua (—r,6).
Pl(r/’ 9/)

Exemplo 2.2. Determine as coordenadas polares dos pontos P’ simétricos de P (2, %) em relacdo ao
eixo polar, ao eixo a 90° pdélo e ao pdlo, respectivamente.
Solugdo: Simetria em relagdo: (a) ao eixo polar (§ — —6): P’ (2, —g); (b) ao eixo @a90° (r — —re
oy pr (o _TY. . Npr(_p T
60— —0). P ( 2, 3),(c) aopolo (r — —r): P ( 2, 3).

2.10.4 Curvas Simétricas em Relacdo a um Eixo ou a um Ponto

2.5 Definicdo. Uma curva C’ é simétrica de outra C em relacdo ao eixo a (ou em relacdo ao ponto O), se
para todo ponto P € C, existe um ponto P’ € C’ simétrico em relagdo ao eixo a (ou em relagédo ao ponto
0). Claramente, C é simétrica de C’.

A partir desta definicdo, podemos estabelecer a equacéo polar de uma curva C’ simétrica C em relacao
a um eixo a (ou em relacao ao ponto O).

Sejam P(r,d) um ponto da curva C de equagao polar f(r,0) = 0 e P'(r',6") o ponto de C’ simétrico
de P em relacdo ao eixo a (ou em relacdo ao ponto O). Podemos entdo estabelecer as relacfes de
transformacdes entre coordenadas de P e P’.

ro= g(r)
6 = h(0)
Utilizando-se estas igualdades obtemos: f(g(r'), h(6')) = 0, que é uma equacéo polar que relaciona as

coordenadas de P’. Logo, € uma equacdo da curva C’.

Exemplo 2.3. Determine a equacéo da curva simétrica de C : r = 3sen(26), em relagao:

(a) ao eixo polar; (b) ao eixo a 90°; (c) ao pdlo.

Solugédo: Facamos:
@r=refd=-0.Logo, C':r =3sen(2(—0)) < C":r = —3sen(26’).
(b)r=—-r"ef=—6¢.Logo, C': —r' =3sen(2(—0")) & C': —r' = =3sen(20') & C’ : r' = 3sen(20").
(©)r=—-ref=¢.Logo, C': —r =3sen(20’) & C': r' = —3sen(26’).

Quando a curva C’, simétrica de C em relagdo ao eixo a (ou ao ponto O), coincide com ela prépria (a
curva simétrica de C é C), dizemos que a curva C é simétrica em relagéo a a (ou em relagdo a O).
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No exemplo anterior, podemos concluir que C é simétrica em relagdo ao eixo a 90°. No entanto, mesmo
sendo as equacdes dos itens (a) e (c) diferentes da equagédo de C, temos que averiguar se estas equagdes
séo equivalentes a equacao de C. Para isso, vamos determinar um conjunto abrangente de C.

k=2n| k=2n+1
(—=1)k.r r —r = E(C) = {r=3sen(20),r = —3sen(20)}.
sen(2(0 + km)) | sen(20) | sen(20)

Podemos, portanto, concluir que a curva C é também simétrica em relacéo ao eixo polar e ao pélo.

2.11 Tracado de Curvas em Coordenadas Polares
O processo de construgdo de curvas em coordenadas polares consiste das seguintes etapas:

1. Determinar as interse¢6es com o eixo polar e o eixo a 90°:
— Eixo polar: fazemos 6 = nr, n € Z;
. ™ ,
— Eixo a 90°: fazemos ¢ = n§' n € Z e impar,

— Pdlo: fazemos r = 0 na equacéo da curva para obter 6.

2. Determinar a simetria do lugar geométrico

— Uma curva é simétrica em relagcdo ao eixo polar se obtemos uma equacéo equivalente a curva
dada, por pelo menos uma das seguintes substituicdes:

© 0 por —6 ou, ainda, —@ por T — 0 e r por —r;

— Uma curva é simétrica em relacdo ao a 90° se obtemos uma equagdo equivalente a curva
dada, por pelo menos uma das seguintes substituicdes:

o 0 por m — 6 ou, ainda, 0 por —f e r por —r;

— Uma curva é simétrica em relagdo ao polo se obtemos uma equagdo equivalente a curva
dada, por pelo menos uma das seguintes substituicdes:

© 6 por w + 6 ou, ainda, r por —r.
3. A extensdo do lugar geométrico: estudamos aqui o intervalo de variacdo de r na equacao dada.

4. O célculo das coordenadas de um numero suficiente de pontos a fim de se obter um grafico ade-
quado.

5. O desenho do lugar geométrico.

6. Transformar a equacao dada em sua forma polar em sua forma retangular.

Exemplo 2.4. Tracar o grafico dacurva C : r =1 + 2 cos(6).
Solucéo:

1. Interseg¢Bes com o eixo polar e o eixo a 90°;
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) — Eixo a 90°: fazemos 6 = n~, n€ Z e impar;
Eixo polar: fazemos 0 = nm,n e Z : r = 1+ 2

2 cos(nm)

n|o= ng r (r,6)
6 — N
n nmw r (r.0) 1 ™ 1=1 (1, f)
0 1+2cos(0)=3 | (3,0 2 2
™ ™
1| 7 |1+2cos(r)=—1](-1,n) 3| 3% |1-=1 (1,35)
2| 27 | 1+2cos(2n)=3 | (3,27) = =
5| 52 |1=1 (1,55)

Perceba que o processo de substituicdo € finito, uma vez que os pares (3,0) e (3,2x) (no primeiro
caso) representam, no sistema de coordenadas polares, 0 mesmo ponto, e 0s pares (1, g) e (1, 5%)
(no segundo) representam 0 mesmo ponto.

— Pdlo: fazemos r = 0 na equagéo da curva para obter 6.

1 2
0= 1—|—2cos(9)<:>cos(9):—§ & 0= %

. Determinar a simetria do lugar geométrico:

— Simetria em relacdo ao eixo polar:

substituamos 6 por —@:
r=1+2cos(—0) < r =1+ 2cos(h).

Como a equagao obtida é equivalente a da curva C, a curva é simétrica em relacdo ao eixo polar.
— Simetria em relacdo ao eixo a noventa:

substituamos 6 por —6 e r por —r;
—r=142cos(—0) & r = -1 — 2cos(h).

Como a equacéo obtida ndo é equivalente a da curva C, ndo existe simetria em relagdo ao eixo a
noventa.

— Simetria em relagao ao pélo:

substituamos r por —r;
—r=142cos(f) & r=—1—2cos(9).

Novamente, a equacéo obtida ndo é equivalente a da curva C. Portanto, ndo existe simetria em
relacédo ao pdlo.

3. A extenséo do lugar geométrico:

—1<cos(d) <1e —2<2cos(f) <2« —1<142cos(f) <3< -1<r<3

Logo, a curva C possui extenséo limitada.

O célculo das coordenadas de um numero suficiente de 5. Marcagéo dos pontos no sistema
pontos a fim de se obter um gréafico adequado: de coordenadas polares:
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6. Transformar a equacao dada em sua forma polar em sua forma retangular:

r=142cos(f) & r’ = r+2rcos() < r*—2rcos(d) = r < (r* —2rcos(f))? = r? & (x> +y*—2x)? = x> +y?

2.11.1

EP 2.16. Tracar o grafico da curva C : r = 2(1 — cos#).
EP 2.17. Tracar o graficodacurva C: r =1 —2sené.

EP 2.18. Tracar o gréfico da curva C : r = 2 cos(20).

Exercicios Propostos

2.12 Curvas Notaveis em Coordenadas Polares

Podemaos facilmente tracar e identificar, em coordenadas polares, o grafico das limagons, das roséaceas,
das lemniscatas e das Espirais de Arquimedes, as quais chamaremos de curvas notaveis. Este tratamento
¢ feito pelo reconhecimento de uma equacao polar caracteristica ou pelo grafico da curva no plano polar.

2.12.1 Limacons

Sao trés os tipos de limagons: as cardidides, as limacons sem lago e as com lago. Suas equacdes
polares, com a € R* e b € R%, duas constantes reais ndo-nulas, restringem-se a:

r = axb-cos(h),

(2.30)

r = axb-sen(d) (2.31)

Observem que em ( 2.30) existe simetria em relagéo ao eixo polar, enquanto que em ( 2.31) a simetria

se da em relagéo ao eixo a 90°.
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Para tracarmos rapidamente o grafico de uma limagon é suficiente determinarmos as intersec¢gfes com
0s eixos polar e a 90° e com o pélo, caso exista, e identificarmos a curva mediante a seguinte classificacdo:

Cardidide (|a| = b)

o o 900 o
120° — - — _60°
1352/\ /™~ 45°
1507 X

X 7T A
AR S SV
2105 7=+ =¥ X A30°

240°" — L~ 300°
Limacon sem Laco (|a| > b)
90° 90° 90° 90°
120° — T — _60° 120° — T — _60° 120° — T — _60°
1357 N~/ 450 1350 N~/ 450 1359 A /~ 45°
7 N 7 N
150/°< X \/\/ + - N >E\IOO 150/°< X -+ AN >30O
X
A I

180% + + -+ 180
Vol X \ \ xS A
AR / \ AT A VAN
2105 )1~ TN A300 2108 VT 4 A300 210K K~ Y B30
225°~/ T+ 3150 225°~/ T+ 3150 225°~/ T+~ 3150
240°" — L = 7300° 240°" — L = 7300° 240°" = L = 300°
270° ° °

Limagon com Lago (|a| < b)

o}
120° — 7 ~ _60°
I
150% X .\~
VAN
AR AN
1809 + + +

2.12.2 Rosaceas

A equacdo polar das rosaceas é:

r = a-cos(nd) (2.32) r = a-sen(nd), (2.33)
comae R\ {0}, neZ\ {0, £1}.

A quantidade de pétalas é obtida do seguinte fato:

— Se n é par, 0 numero de pétalas da rosacea é dado por: 2 - n;

— Se n é impar, o nimero de pétalas da rosacea é dado por: n.
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A L . . p . . 2w ,
O angulo entre dois eixos de simetria entre duas pétalas consecutivas € dado por —, onde p € 0
P

namero de pétalas.

Para o tragcado rapido de uma rosacea € suficiente
determinarmos a extensao do lugar geométrico (a), a
quantidade de pétalas e o0 espacamento entre elas e
a primeira pétala que sera construida sobre o eixo de
simetria @ = 0 ou 0 = _ caso as equacdes sejam,
respectivamente, r = acons(nH) ou r = asen(nf).

2.12.3 Lemniscatas

90°
120° — 1 — _60°
1355 -/~ 45°

= i 20 & i 2 _
S&o curvas cuja equagdo €é do tipo r* = acos(26) 150% ¢ S + -7 2300
our?= asen(29) com a € R\ {0}. Devemos obser- / %< \k T L >4 \

var que se a é positivo, tanto cos(20) quanto sen(20) 130%# &m
\ /
séo positivos, e se a € negativo, tanto cos(26) quanto v »« ) R >< /
2105 M Y~ 1 \830°
sen(26) s&o negativos, visto que r? > 0. K OAL_T Xy
225° \315°
240°" — L —300°
270°

Para o tragado rapido da lemniscata é suficiente determinarmos a sua extenséo (4/|al) e encontrarmos
os valores de 6 para os quais r = 4/|a.

2.12.4 Espiral de Arquimedes

2.6 Definicdo. S&o curvas cuja equacgéo é do tipo

r=af,acR". (2.34)
Para o tracado rapido da Espiral de Arquimedes, verifiquemos que a curva de equacao ( 2.34):

1. Passa pelo pélo. De fato, para r = 0, em ( 2.34), temos 6 = 0.

2. E simetria em relacdo ao eixo & noventa. Esta afirmacdo se deve ao fato de que, o conjunto de
pontos simétricos a (r, §) satisfaz a mesma equacgéo. De fato, —r = a- (—6) equivale a r = a- 0. De
forma analoga, verifica-se que nao existe simetria tanto em relacdo ao eixo polar quanto em relacéo
ao polo.

3. Possui extensdo ilimitada, pois, ndo existe um circulo tal que todos os pontos da Espiral sejam pontos
interiores.
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Grafico da Espiral de Arquimedes

Para o tracado rapido da Espiral de Arquimedes é suficiente atribuir valores a 6 e encontrar o valor de
- 0.

. . . ~ 1
r, marcando-se estes pontos. Por exemplo, considere a Espiral de Arquimedes de equagéo r = 5
Atribuindo-se alguns valores a 6, encontramos 0s respectivos valores de r (veja a tabela).

6
Graus | rad '
0 0 0
30 | Z ]0,261799388
45 | T 10,392699082
60 | Z |0,523598776
9 | 5 |0,785398163
120 | 2 | 1,047197551
135 | 3 | 1,178097245
150 | 27 | 1,308996939
180 | 7 |1,570796327
210 | & | 1,832595715
225 | 27 | 1,963495408
240 | 2% | 2,094395102
270 | 32 | 2,356194490
300 | 3 |2,617993878
315 | & | 2,748893572
330 | 4T | 2,879793266
360 | 27 | 3,141592654
390 | 7 | 3,403392041
405 | 2¢ | 3,534291735
420 | IX | 3,665191429
450 | 3% | 3,926990817

~
>/\/%30°
225°~/ ~~+ 73150
240°~ — L — 300°
270°

90°
120° — T — _60°

180°F%¢+4//\ +
VA XS )
A /%T)('\ VA
PV AR TRV
210 {/\ \+/)>y330°
2259~/ =+ -7 3150
240°" — L1
270

225°~/ "=+ -7 3150
240°" ~ L —300°
270°

Graus | rad
0 0 0

-30 | —% | —0,261799388
—45 | —I | —0,392699082

—-60 | —% | —0,523598776
-90 | —3 | —0,785398163
—-120 | —ZF | —1,047197551
—135 | —3& | —1,178097245
—150 | =3 | —1,308996939
—180 | —m | —1,570796327
—210 | —Ir | —1,832595715
—225 | =3¢ | —1,963495408
—240 | =4 | —2,094395102
—270 | =3¢ | —2,356194490
—300 | —3F | —2,617993878
—315 | —Ir | —2,748893572
—330 | — &% | —2,879793266
—360 | —2m | —3,141592654
—390 | —137 | —3,403392041
—405 | -2 | —3,534291735
—420 | - | —3,665191429
—450 | —2F | —3,926990817

( Nota 2.

Observe que, ao atribuirmos valores a 6 ndo negativos,
a espiral girou no sentido anti-horario. No caso contrario, o
giro se deu no sentido horéario. Portanto, podemos concluir
que o grafico de uma Espiral de Arquimedes é:
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2.12.5 Exercicios Propostos

EP 2.19. Determine a equacéo da curva cujos graficos se encontram a seguir:

(@) (b)

(d) (e)
90°
120° _ — 7 —_ 60°
135° < 4 7~ 45°
_ <
150°/ X v —f—~< X \30°

EP 2.20. Considere as curvas C; : r = 3[1 —2cos(f)], G, : r> = —4sen(20) e G : r = 4cos(30). Marque V
se verdadeiro ou F se falso para as afirmativas a seguir:

@) ( ) A curva G; e é simétrica em relagdo ao eixo polar;

(b) ( ) A curva G, é uma lemniscata de extensdo méaxima igual a 4;

©( ) A curva C; € uma limagon com laco;

(d) ( ) A curva C; contém o polo;

(e) ( ) A curva C3 € uma rosacea de 3 pétalas e é simétrica em relacdo ao pélo.

EP 2.21. Eshoce o gréfico das curvas dadas a seguir:

(@) r = sen(40) (b) r = cos(56) (c) r = cos(40)
(d) r = sen(50) (e) r? = —cos(20) (f) r? = sen(26)

2.13 Intersecao de Curvas em Coordenadas Polares

Muitos problemas em Matematica que apresentam uma solugao recaem em um sistema de n equacdes
com n incégnitas. Esta solugcdo geometricamente significa o ponto de intersecdo das n curvas que cada
equacao do sistema representa.

Em coordenadas cartesianas, a solu¢éo de um sistema € facilmente encontrado, principalmente quando
as equacdes que o constituiam eram relativamente simples. Em coordenadas polares, devemos ter um

49




GEOMETRIA ANALITICA

pouco mais de cuidado! Um ponto do plano possui um ndmero infinito de pares que o localiza. Sendo
assim, pode acontecer que um ponto de intersecao entre duas curvas, satisfaca uma equagdo com um
par de coordenadas e a uma outra com um outro par de coordenadas. Consequentemente, nenhum
desses pares sera uma solucao para o sistema formado pelas equagdes das curvas envolvidas, ou seja,
as coordenadas do ponto de interse¢do das curvas devem satisfazer a todas as equacdes do sistema.

Este problema é facilmente contornado se utilizarmos as equacfes dos conjuntos abrangentes das
curvas para formar todos os outros possiveis sistemas através de uma combinacéo destas equacgfes. As
solucdes encontradas constituem as coordenadas polares de todos 0s pontos de intersecdo das curvas,
exceto, possivelmente, o polo. Devemos ainda verificar se cada uma dessas curvas passa pelo polo,
determinando-se, por fim, o conjunto de pontos de intersecao.

O fato de conhecermos as curvas e suas propriedades podera nos fornecer dados que, na maioria
das vezes, reduzem a necessidade da resolugéo de todos os sistemas que podem ser formados com as
equacdes dos conjuntos abrangentes das curvas envolvidas.

[ Nota 3 (Resumindo). Dada as curvas C; : f(r,0) =0e C : g(r,d) = 0 podemos obter os pontos )
de intersecao se

1. Determinamos o conjunto abrangente de uma das curvas;

2. Resolvemos todos os sistemas formados por uma das equacg@es fixadas e cada uma das
equacdes do conjunto abrangente;

3. Verificamos se o polo esta na intersecao.

Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 2.5. Determine o conjunto dos pontos de intersecdo das curvas dadas a seguir:

@ G :r=4cos(20)e G :r=2;

(0) G :4—6sen(20) e Cy : 0 = —%.

Solugdo: (a) Consideremos os conjuntos E(C;) = {r = 4cos(20),r = —4cos(20)} e E(G) = {r =
2,r = =2}, abrangentes de C; e de (,, respectivamente. Os possiveis sistemas de equagdes e suas
solucdes séo:

s :{ r = 4cos(20)
ro= 2

o o . ™
. Segue que, 20 = 3 ou 20 = —3 ou seja, 6 = 3

N =

Por substitui¢8o, 4 cos(20) = 2, ou seja, cos(20) =

ouf = —%. Logo, temos os pontos P; (2, g) e P (2, —%)

\
|

S, 4 cos(26) S, r = —4cos(20) S, r = —4cos(20)
r = =2 r = 2 r = =2

. N 2 2
De modo analogo, obtemos as solucdes P; (—2, g) epP, (—2, %) Ps (2, g) e Ps (2, %) epP; (—2, g)

e Pg (—2, g) dos sistemas S,, S3 e S, respectivamente.

O podlo néo pertence ao conjunto solugéo do sistema S, visto que a curva C : r = 2, ndo passa pelo
poélo. Assim, o conjunto solugéo do sistema / €

= (n ] AED (2] A(25)n e ARE) (2D A2 D)
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Poderiamos obter o conjunto solucao / resolvendo-
se apenas um dos sistemas acima e utilizando-se o
nosso conhecimentos sobre as curvas envolvidas. De
fato, a curva C; € uma rosacea de quatro pétalas, cujo
espacamento entre as pétalas é dado por T & com
uma das extremidades no ponto Q;(4,0). Acurva C; é
um circulo de centro no polo e raio 2.

Se, por exemplo, considerassemos 0s pontos obti-
dos no sistema S;, 0s outros pontos seriam facilmente
determinados utilizando-se as simetrias da rosacea e
do Circulo.

S

(b) Consideremos os conjuntos abrangentes E(Cs3) = {r =4 — 6sen(f),r = —4 —6sen(0)} e E(C4) =
{9 =1 +6mr

5 in e Z}, respectivamente.

Aqui precisaremos de um pouco mais de cuidado, pois, E(C,;) é um conjunto com infinitos elementos.

O procedimento usual € o de formar sistemas pela combinacdo de apenas uma equacao do conjunto
abrangente com infinitos elementos, com as equac¢des do conjunto abrangente com finitos elementos,
esbocando-se, também, as curvas envolvidas.

Temos, entdo, 0s seguintes sistemas:

r = 4—6sen(6) r = —4—6sen(d)
St 0 — om Sy 0 — om
B 6 B 6

Por substituicdo em S;, 4 — 6sen (—g) =7. Logo, temos P; (7, —%)

De modo analogo, resolvemos o sistema S;: —4 — 6sen (—%) = —1. Dai, P, (—1, —%)

Para r = 0, verificamos que as equacdes em (C; e (, estdo satisfeitas.

O conjunto de pontos de intersecéo é, portanto, / = {Pl (7, —%) , P> (—1, —%)}
Exemplo 2.6. Determine as intersecdes entre as curvas C; : r =3 e G : r = 6 cos(26).

Solugdo: Fixemos a equagdo C, e determinemos o conjunto abrangente para C;:

E(G)={(-1)* r=3;kez}={-33}

Devemos agora resolver os sistemas:

r = 3 o r = =3
r = 6cos(20) r = 6cos(20)
Lo ~ 1 1 .
Por substituicdo obtemos as equacdes cos(20) = 5 € cos(20) = —5 Sendo assim, temos que 20 =
2
ig +2kme 26 = i?w + 2km, com k € Z. Portanto, 6 = i% +2kmrefd= i% + 2km, com k € Z.

Vamos atribuir alguns valores inteiros para determinar os pontos de intersecao.

Para n = 0 achamos os pontos P; (3, %) P> (3, —g) Ps (—3, g) e P, (—3, —%)
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7 5 4 2
Para n = 1 achamos os pontos Ps (3, %) Ps <3, ;) P < 3, ;) e Pg (—3, %)

Para outros valores de n os pontos que serdo obtidos se igualam a umdos P;,i € {1,2,...,8}.

EP 2.22. Determine as intersec¢des das curvas C; e (,, analiticamente:

@ Ci:r = 2(1+cos(d)) © cr = 2(1—cos())
™
G:0 = 7 C2 = 16cos(26)
(b) G :r = 6sen(20) (d) G:r = 4—2sen(d)
G:r = =3 G:r = —2+2sen(f)
. Gabarito ,
:: 2.1
1200 N/gi\ S 22 . 23 (b) Ps(1,120°), Ps(1,480°), P3(—1,300°), Py(v/2,45°), .
" SN /;'/ — =N »° Pi(—v2,—135°),  Py(—v2,225°) (¢) P (;73§); Ps(0,0);
WL DL cos3n,sen30) (@ Py 24 . 25, 6. 27,
o ; /<’%\\>§F *‘??\‘ A {(2v/3;330°), (2v/3; —30°), (—2V/3;150°), (—2V/3; —210°)}. 28. 29,
4 P ST @x=20)y>=41—-x)()x®+y? =25 210. 211. 2.12. 2.13.°
o 180~ £+ + + # %\'—’—'—’—'—'—’ 2.14. 215. 2.16. 2.17. 2.18. 2.19(a) r = 4cos(20) (b) r = 3 + 2sen(6) °
o \\ \\ \5,‘/\/\/;)/7 i\k}\/ \Z/ // // (c) r* = 16sen(20) (d) r = 3sen(56) (€) r* = —16sen(26) (f) r = 1 4 4 cos(9). 0
o VWYL B kY 221. 222(2) $ = {(0,0), 2+ v2,7/4),(2— V2,57/4)} (0) S = { (3, 7/12), »
o 209 N XS X e (3,57/12), (3, 137/12), (3, 177/12), (=3, 77/12), (=3, 117/12), (=3,197/12),
" b ST == TN N (3.237/12)} (©0 S = { (0,0),(4 7),(4/7,arccos(5/7)( quadrante)), «
. A (4/7, — arccos(5/7)(1V quadrante))} (d) S = {(—3, —117/6), (—3,77/6)}. o

o 270° o
o

tema

L ﬁg Vetores, Retas e Planos

3.1 Vetores

Considere uma reta r e nela tomemos dois pontos ndo coincidentes A e B. A porcao da reta limitada
por estes pontos chamamos de segmento de reta AB. Dois segmentos de reta tém a mesma direcdo se,
e somente se, estdo sob a mesma reta suporte ou se estdo em retas suportes paralelas. Ao segmento de
reta AB podemos associar um sentido: de A para B, por exemplo. Denotaremos por AB 0 segmento de
reta cuja orientacdo esta associada ao sentido de A (origem) para B (extremidade). Ao segmento de reta
orientado com origem e extremidade num mesmo ponto A denotaremos por segmento nulo AA = 0.

Dois segmentos orientados n&o nulos AB e CD de mesmo maédulo (JAB| = |CD)|), diregéo e sentido
s&o ditos equipolentes, AB ~ CD.

3.1 Proposicdo. A equipoléncia é um a relacéo de equivaléncia, ou seja:

1. AB ~ AB; 2. AB~CD=CD~AB; 3. AB~CDeCD~ EF = AB~ EF.
(reflexiva) (simétrica) (transitiva)

A demonstragéo desta proposi¢céo sera omitida pois € imediata.
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o Dois segmentos de reta orientados AB e CD equipolentes e ndo pertencentes a mesma reta
formam, necessariamente, um paralelogramo ABCD.

© SO se pode comparar os sentidos de dois segmentos de reta orientados se eles possuem a
mesma dire¢ao.

o Dois segmentos de reta orientados opostos possuem sentidos contrarios.

Todos os segmentos de reta equipolentes a um determinado segmento de reta orientado AB formam
um conjunto chamado classe de equipoléncia de AB.

Um vetor v é um representante de uma classe de equipoléncia num espagco euclidiano, ou seja, um
vetor € um conjunto determinado por todos os segmentos de reta orientados equipolentes a um determi-
nado segmento. Portanto, um vetor v’ é determinado por uma infinidade de segmentos de reta orientados,
chamados representantes desse vetor, todos equipolentes entre si. Indicaremos o conjunto de todos os
vetores por V", onde n € IN ter4 um significado que sera visto posteriormente.

O angulo entre dois vetores ' e vV n&o-nulos é o angulo # formado por -~
suas retas suportes quando estes vetores estdo unidos por suas origens. “
Observe que, até aqui, ndo estamos interessados na orientagcao do an- .
gulo (sentido horario ou anti-horario). Portanto, 0 < # < 7 (6 em radianos). v
Dois vetores ' e V', ndo nulos, sdo coplanares, isto &, estdo no mesmo plano, se possuem represen-
tantes em um mesmo plano, paralelos (7 || V) se seus representantes (segmentos de reta equipolentes)
também o sfo e perpendiculares (7 L V') se estdo no mesmo plano e o angulo entre eles for de 90°.
Os vetores que formam angulo reto, mas, ndo estdo necessariamente no mesmo plano sdo ortogonais. O
vetor nulo 0 é paralelo e ortogonal a qualquer vetor. O vetor — o = BAéo oposto de ¥ = ,ﬁ ou seja,
possuem mesmo médulo, direcdo, porém, sentidos contrarios.

Observe que dois vetores quaisquer sdo sempre coplanares, pois podemos sempre tomar um ponto
no espago e, com origem nele, imaginar dois outros representantes destes pertencendo a um plano que
passa por este ponto. Entretanto, trés vetores poder&o ou ndo ser coplanares.

Restringiremos nosso estudo aos vetores do espacos euclidianos R? e R3 que representam, respecti-
vamente, o plano e o espaco.

Exemplo 3.1. Dado o paralelepipedo abaixo, podemos julgar, facilmente, em verdadeiro (V) ou falso (F)
as seguintes sentencgas, como faremos:

(@) (V)DH=BF  ()(V)AB 1 CG (e) (F) |AC| = |HF|  (g)(F)BG//ED
(b) (F)AB=-HG  (d)(V)AF L BC () (V) |AG|=DF|  (h)(V)BF//FB
H

HVv) ,ﬁ AD e EG séo coplanares (m) (F) ,ﬁ CD e CF séo coplanares |
MO v) ﬁ; EG e HF séo coplanares (n) (V) AE é ortogonal ao plano ABC i 7
(k) (V) AC,BD e FG séo coplanares (0) (V) AB é ortogonal ao plano BCG //'D
M(F) A_B> BG e CF s&o coplanares  (p) (V) CDé paralelo ao plano HEF /

A B
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3.2 Tratamento Geométrico para Operacoes com Vetores
3.2.1 Adicao entre Vetores

Considere dois vetores ' e v unidos de maneira que a origem de um deles coincide com a extremidade
do outro. O vetor formado pela origem e extremidade nao utilizadas nesta unido e neste sentido, nos dara
o vetor resultante da adigdo & + V' (vetor soma). No caso da subtragdo (7 — V) utilizamos o mesmo
processo da soma, porém, consideraremos o vetor oposto, ou seja, (v + (— V). Assim, a operagéo de
subtracao nada mais é do que uma adicdo com o vetor oposto.

= //7

Considere os vetores o

w em V. A operacdo de adicdo goza das seguintes proprledades
_
u

e
1. Comutativa : 7+ VvV =V + U 3. Existéncia do elemento neutro : 7 + 0 =

2. Associativa : (U + V) +w =7 +(V +W); 4. Existéncia do elemento oposto : T+(—7) = 0.

Exemplo 3.2. Com base na figura do exemplo 3.1, temos:

(@) AB + CG = AF (d)EG — BC = EF (g) AB + AD + AE = AG

—_— — — — — — = = —
(b) BC + DE — BF (e) CG + HF = DF (h EG + DA+ FH = EH
(c) BF + EH = BG (f) EF — FB = AF () FG — DA— FH = AC

3.2.2 Produto entre um Vetor e um Escalar

Dado um vetor ndo nulo o' e um escalar o € R, 0 produto de o por & é o vetor w = v tal que:

1 [W|=|od]=lo|-[U];

2. w tem a mesma dire¢do de ’;

—

3. w tem o mesmo sentido de = para o > 0 e sentido contrario para a < 0.

3.3 Dependéncia Linear

3.2 Definicdo. Considere os n vetores V1, V»,..., vV, € 0s n escalares a1, as, . .., a,. Chamamos

— — — —
V=1 VvVi+axVvo+...+a,Vv,

de combinac&o linear dos n vetores v'; com n coeficientes o;, 1 < i < n,i € IN.

Se V' é combinac&o linear dos vetores v';, Vs, ..., v, diz-se também que V' é gerado por Vi, Vi, ..., V.
3.3 Proposicdo. Dois vetores séo paralelos se, e somente se, um deles pode ser escrito como combinagéo
linear do outro.

— . —
Prova: Suponha que ¥ || V. Portanto,se 0 = & = v, entdo o = aV,Ya € R. Se 7 = 0 e

— ~ ~ . ~ .
V # 0,entdo ¥ = 0V. Se U e V sdo dois vetores ndo nulos, basta considerar o = m , que teremos
v =+d7

= onde o sinal depende do sentido entre os vetores.
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Por outro lado, suponha que possamos escrever & como uma combinac&o linear de V', ou seja, v =
aV. Portanto, 7 || V' por definigio. O

3.4 Proposicdo. Trés vetores sdo coplanares se, e somente se, um deles pode ser escrito como combi-
nacao linear dos outros dois.

Deixamos com exercicio a prova desta Proposicéao.

3.5 Definicdo. Se um dos vetores V; de uma seqiiéncia de vetores (7;),1’ € N C IN é escrito como
combinacéo linear de outros termos desta seqliéncia dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente
(L.D.). Caso contrario, a seqiiéncia é dita linearmente independente (L.1.).

Podemos enunciar a Definicdo 3.5 da seguinte forma:

3.6 Definicdo. Uma seqiiéncia de vetores (V'1, V2, ..., vV ,) é linearmente dependente se, e somente se,
existem escalares a1, ay, . . ., o, N80 todos nulos, tais que

— — — =
arVit+avo+...+ta,v,=0.
Das defini¢cdes, equivalentes, apresentadas podemos concluir que:

- . ST —
1. A seqiiencia (V') de um termo ¢ linearmente dependente se, e somente se, vV = 0.
2. A seqiiéncia (71, 72) de dois termos é linearmente dependente se, e somente se, v, [ V.

3. A seqléncia (71, Vs, 73) de trés termos é linearmente dependente se, e somente se, 0s trés
vetores forem paralelos a um mesmo plano, isto €, se existem ay, o, tais que Vi = a1 Vi + o V.

4. A sequiéncia (V';),i € N c IN de quatro o mais termos é sempre linearmente dependente no R3.

3.3.1 Propriedades

1. Se o vetor vV é LI, ou seja, a seqiiencia de um termo, entdo dado um vetor = paralelo a v,
temos que existe um Gnico « satisfazendo a @ = oV ou existe um Unico (3 satisfazendoa v = /.
1

Portanto, oo = 5

2. Se U e V sdo Ll e w pertence ao mesmo plano que ¥ e Vv, entdo existem escalares ndo nulos «
eftaisque w =au +4V.

3. Se trés vetores V1, Vo, V3 S0 LI, entdo para um vetor vV qualquer temos que existe um Gnico
terno (041, o, 043) tal que V= 04171 + 04272 + OZ373.

3.4 Bases - Coordenadas de um Vetor

Um conjunto 3 de vetores € chamado de base para um determinado espaco V se 5 € um conjunto
linearmente independente e se todos os vetores de V séo obtidos de alguma combinacéo linear de vetores
de 3. Por exemplo, considere dois vetores V';, V', LI do plano (IR?) e observe que qualquer vetor V' pode
ser obtido através de uma combinacéao linear destes. Neste caso, o conjunto 8 = {71, 72} constitui uma
base do plano. Assim, vV = a; V1 + a, vV, e 0s escalares a; e o, sdo chamados de coordenadas do vetor
V' na base /3 e podemos escrever vV = (a1, az)s.
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No espaco (RR®) ja sdo necessarios trés vetores LI para expressar um vetor qualquer. Portanto, o
conjunto 3 = {V'1, V'», V'3} LI forma uma base para o espago, pois, V' = a; V1 +as V2 + a3 V'3 representa
qualquer vetor do espaco. Os escalares oy, a; € a3 S80 as coordenadas do vetor V' na base 3 e podemos
escrever v = (ay, a2, a3)s.

As mais utilizadas séo as bases ortonormais, ou seja, 0s vetores que constituem esta base séo ortog-
onais e unitarios. Assim, uma base ortogonal para o plano é = {e;, &2}, 0nde |e;| = |e2] = 1e e L e, €
para o espaco 3 = {e1, e2, e3}, |e1| = |e2| = |es| =1 e e; L e; L e3. Dentre as infinitas bases ortonormais no
plano existe uma importante: a base candnica, pois, é ela quem determina o sistema cartesiano ortogonal
xOy. A base candnica no plano é expressa por 3 = {7, 7'}, onde 7" = (1,0) e 7 = (0, 1). J& no espago,
a base canodnica é expressa por 3= {7, 7, % },onde 7" = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e ¥ = (0,0, 1).

O conceito de coordenadas de um vetor, relativamente a uma determinada base, nos da uma maneira
algébrica para tratarmos de algumas operacdes entre vetores e entre vetor e escalar.

3.5 Tratamento Algébrico para Operacoes com Vetores

3.5.1 Igualdade entre Dois Vetores

3.7 Proposi¢cao. Dois vetores séo iguais se, e somente se, suas coordenadas o sdo, ou seja,
—
u

= 7 =4 (Ul, up, U3) = (V1, V2, V3) S U =Vvi,Up = Vo € U3 = V3.

A prova desta proposigéo é deixada para o leitor interessado.

3.5.2 Adicao entre Vetores

Dados dois vetores o = (uy, o, u3) € V = (v1, v, v3) definimos a adigio da seguinte forma:

7+7=(U1+V1,U2+V2,U3+V3).

Propriedades
Dados trés vetores o, v e w quaisquer, temos:

@T+V=V+T O@+V)+W=T+("V+W) ©T+0=7 @@T+(T)=0

3.5.3 Produto entre um Escalar e um Vetor

Dados um vetor 7 = (u1, U2, u3) e um escalar « € R, definimos o produto entre um escalar e um vetor
da seguinte forma: a- @ = (a - vy, o - t, & - U3).

Propriedades
Dados dois vetores ' e V' quaisquer e dois escalares « e 3 reais, temos:

@aBu)=()Tb)1-T=1 Qv +V)=ad+aVv W(a+B)U =av+p07
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QU +3V)-5w = (2-(1,-2,3)+3-(5,-3,2)) —5-(3,-2,6)
= [(2,—4,6) +(15,—9,6)] — (15, -10,30) = (2 + 15, -4 — 9,6 + 6) — (15, —10, 30)
= (17,-13,12) — (15, —10,30) = (2, —23,42).

2U +(3BV -5w) = 2-(1,-2,3)+(3:(5,-3,2) - 5-(3,-2,6))
= (2,-4,6)+[(15,—9,6) — (15, —10,30)] = (2, —4,6) + (15 — 15, -9 — 10, 6 + 30)
= (2,-23,42).

3.5.4 Vetor Definido por Dois Pontos

Podemos facilmente obter as coordenadas de um vetor ' se possuirmos as co- A
ordenadas dos seus pontos extremos. Consideremos o vetor resultante da soma de
— — — —_— — —_— i
AO + OB = AB. Portanto, AB = OB — OA. Assim,

BN
AB = (xg,y8) — (xa, ya) = (X8 — xa, yB — ya)- 0

Portanto, as componentes de um vetor AB s&o obtidas por B — A, isto é AB =B — A
Exemplo 3.4. Dados os pontos A(1, —2,3), B(5,—3,2) e C(3—,2,6), podemos obter as coordenadas de

um ponto D(m, n, p) tais que AB = 2CD. De fato, esta Ultima igualdade é equivalentea B—A=2-(D - (),
ouainda, (5—-1,-3+2,2—-3)=2-(m—3,n+2,p— 6). Daigualdade entre vetores, extrairmos:

([ 4 = 2m—6 [ m 5
{ 1= 244 = { n = -5/2
(-1 = 2p-12 L P = 11/2

3.56.5 Ponto Médio

Consideremos o segmento de reta orientado AB. O ponto médio M de AB determina dois vetores

equipolentes. Portanto, AM = MB. Assim, (xu — xa ym — ya) = (xa — xm. Y8 — ym) € entdo xy =

XA‘;XB e yy = YA‘;‘YBVOU seja: M(XA‘;XBV)/A‘;YB)'

3.56.6 MoAddulo de um Vetor

O modulo de um vetor v é obtido pela raiz quadrada do somatério dos quadrados de suas coordenadas,

n

> (vi)?. No plano, | V| = \/vZ + v3 e no espago | V| = \/vZ + v3 + V2.

i=1

isto &, | V| = |(vi,va,...,vn)| =

3.5.7 Versor de um Vetor

-

Ao vetor unitario v° = com o mesmo sentido de um vetor & chamamos de versor de 7.

=

Exemplo 3.5. Se || =5, entdo u° =

—
u
5 .

<=l
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3.6 Exercicios Propostos

EP 3.1. Demonstrar que o segmento de reta cujos extremos séo 0s pontos médios de dois lados de um
triangulo qualquer é paralelo ao terceiro lado e igual a sua metade.

EP 3.2. Num triangulo ABC, M, N e P s&o pontos médios de AB, BC e CA, respectivamente. Exprima
BP, AN e CM em funcéo de AB e AC.

EP 3.3. Dados os pontos A(4;0;1), B(5;2;3), C(3;3;5), D(2; 1; 3):

(a) Esboce a localizagcéo destes pontos num grafico cartesiano.
(b) Verifique se o poligono ABCD é um quadrado.
(c) Determine as coordenadas do ponto X, interseccao das duas diagonais de ABCD.

) — — i — —_ =

EP 3.4. Dados os pontos A, B, C e X tais que AX = m- XB, exprima CX em fungdo de CAe CB e m.
: ‘A . —_— e — — — — —

EP 3.5. Seja ABC um triangulo qualquer, com medianas AD, BE e CF. Proveque AD+ BE+CF =0

EP 3.6. Sejam = e v dois vetores ndo-nulos. Seja C = O + (x- 7 +y - V) onde x e y sdo reais.

(a) Qual é o lugar geométrico dos pontos C quando x e y variam, satisfazendo a condi¢éo x + y = 1;

(b) Idem, quando x e y variam independentemente no intervalo [0, 1].

_— = = =

EP 3.7. S&o dados um triangulo ABC e os pontos X, Y, Z tais que AX = mXB,BY =nYC(C,e CZ = pZA.
i _— — — - — —
Exprima CX, AY,BZ em funcdo de CAe CB (e m, n, p).

EP 3.8. Num triangulo ABC é dado X sobre o segmento AB tal que |A7| = 2|)@| e é dado Y sobre
BC( tal que |W| = 3|T(f|. Mostre que as retas CX e AY se cortam. Sugestéo : Use o exercicio anterior,
achando qual deve ser m e qual deve ser n. Suponha CX = MY e chegue a um absurdo.

EP 3.9. Demonstre que o0 segmento que une os pontos médios dos lados nédo paralelos de um trapézio é
paralelo as bases e sua medida é a semi-soma das medidas das bases. (Atencdo: ndo é suficiente provar

— 1 — — . . ;
que MN = E(AB + DC), mas isso ajudara bastante.)

EP 3.10. Demonstre que 0 segmento que une os pontos médios dos lados néo paralelos de um trapézio
€ paralelo as bases e sua medida é a semi-diferenca das medidas das bases. (Atencdo: nado é suficiente

— 1 — — . . ;
provar que MN = §(AB — D(), mas isso ajudara bastante.)

EP 3.11. Sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, BC e AC, respectivamente, de um triangulo
— — —_— —
ABC. Mostre que AN+ BP+CM = 0.

EP 3.12. Dado um tridngulo qualguer, mostre que existe outro com lados paralelos e congruentes as
medianas do primeiro.

—_— — — —
A

EP 3.13. Sendo ABCDEF um hexagono regular de centro O, prove que: E+A +AD+AE+AF = 6-A0.

_— —

EP 3.14. Seja OABC um tetraedro, X o ponto da reta BC definido por BX = mBC e AX em funcéo de
—_— = —
OA, OB e OC.

EP 3.15. Seja OABC um tetraedro, X o ponto de encontro das medianas do triangulo ABC (baricentro).
. —_— —_— = —_—
Exprima OX em termos de OA, OB e OC.

— — = — —

EP 3.16. Sendo ABCDEF um hexagono regular de centro O, prove que E+AC+A +AE+AF =6-A0.
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EP 3.17. Qual é o valor de x para que os vetores v = (3,
coplanares?

—x,—-2),V =(3,2,x) e w = (1, -3, 1) sejam

EP 3. 18 Sejam A, B, C eD pontos qua|squer M o ponto médio de AC e N o de BD. Exprima & em
funcéo MN sendo U = AB+AD+ CB+ CD.

EP 3.19. Num hexagono regular ABCDEF, My, M>, M3 e M, s@o os pontos médios dos lados onde se
situam. Escreva as expressdes dos vetores AD, AB, AF e M;M; como combinagfes lineares de AM; e
AM,.

—_— —

EP 3.20. Em um triangulo de vértices A, B eC, seJaX um ponto sobre o segmento AB tal que AX = 2XB.
Expresse CX como combinacéo linear de CAe CB.

EP 3.21. Seja ABCD um quadrilatero qualquer. Seja P o ponto médio do segmento que une 0s pontos
Ly . . — 1l — — —
médios das diagonais AC e BD. Mostre que: AP = 2 (AB + AC + AD).
EP 3.22. Decida se as informac8es sdo verdadeiras ou falsas. Se verdadeiras, demonstre-as. Se falsas,

dé um contra-exemplo. (a) Se 7 e V' ndo nulos s&o paralelos, entéo existe um real a.tal que vV = a U’
u ., s .
(b) o vetor — & unitario.

|ul
EP 3.23. Dados O, A, B e C seja G um ponto tal que GA + GB + GC=10. Expresse 0G em termos de
OA, OB e OC.

Produtos

3.7 Produto Escalar

3.8 Definigdo. O produto escalar (-) entre dois vetores v = (u1, vz, ..., U,) € V =
como o somatorio dos produtos das suas respectivas coordenadas, isto é:

(v1,va,...,v,) édefinido

n

+ Uy vy = E uj - vj.

i=1

— —
u-v =u-vi+u-wmw+...

[ Nota 6.

o No plano, dado dois vetores o = (u1, ) € vV = (v1, v») 0 produto escalar é

— —
u-v =uy-vi+u-w.

- —
u-v =u

o No espaco, dado dois vetores v = (uy, up, u3) € V =

'V1+U2'

(v1, v2, v3), O produto escalar é

Vo 4+ U3 - v3.

3.9 Proposicdo. O produto escalar entre dois vetores ' e

—

vV é dado também por

U-V =|1||V|cos(w,V). (3.35)

Prova: Considere trés pontos ndo colineares O, A e B, onde O é a origem y A A
— —_—

dos sistema cartesiano ortogonal e os vetores @ = AOe v = OB. O

—
vetor AB, resultante da soma entre os vetores ' e v, e estes dois vetores,
formam um tridngulo, e pela lei dos cossenos temos que:

RN B

|AB]? = | U2+ |V > = 2|4 | V|cos(T, V). (3.36) -

0 “x
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Porém,

—
|ABI? = (xg — xa)® + (v8 — ya)? = xa + x5 + Va + ¥5 — 2(xaxg + yays) € |ul* + |v|> = x4 + ya + x3 + v
Substituindo estes resultados em ( 3.36) obtemos

TV = |u||v|cos(U, V). (3.37)

Exemplo 3.6. O produto escalar entre os vetores v =57 +3 —8r e Vv =27 -4 — K &

—

U-V=52+3-(-4)+(-8)-(-1)=10-12+8=6.

Propriedades

Quaisquer que sejam os vetores o, v e w e o escalar o € R, temos
@v - v=Vv-T LT - (V+w)=7-V+7 -w ©Qa(v -V)=(aTW) V=1 (aV)
A7 - T>0sseT#0 (@7 - T=0s7T=0 N7 T =7

3.7.1 Angulo entre dois Vetores

Isolando-se o cosseno do &ngulo num dos membros na equagao ( 3.37), podemos calcular o &ngulo
entre os vetores ' e v, ou seja,

el
<l

cos(U, V) =

=
<l

T (3.38)

Nota 7. O angulo entre dois vetores deve estar entre 0 e 7. Se 0 produto escalar entre os vetores
. ~ L, ™ , . L, s
for positivo, o angulo estara entre 0 e 5 Caso contrario, estara entre — e .

Exemplo 3.7. O angulo entre os vetores v = (1,0,

—1) e vV = (1,-2,0) pode ser obtido recorrendo a
formula dada em 3.38, de fato:

cos(T, V) = (1,0,-1)-(1,-2,0) 1-1+0-(=2)+(-1)-0 -
' o, -1)[(1,-2,0) \/12+02+(_1)2 . \/12+(_2)2+02 - V10

Logo, (u, v) = arccos(cos( @, v')) = arccos(0, 316227) ~ 71, 56°

~ 0,316227.

Propriedades

Dados os vetores U e Vv, as seguintes desigualdades s&o verificadas

-
[

IN

|7'| |V| (desigualdade de Schwarz) (3.39)

<| <l

N
|'u

+

IN

|| +|V| (desigualdade triangular) (3.40)
3.10 Proposicio. Dois vetores T e V' séo ortogonais se, e somente se, o - v = 0.

Exemplo 3.8. Prove que o triangulo de vértices em A(2,3,1), B(2,1,-1) e C(2,2,—2) é retangulo.
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3.8 Angulos Diretores

Considere o vetor V' = x7 +yJ + z & ndo-nulo. Os angulos diretores do vetor V' sdo os angulos «, 3

e v os quais v forma com os vetores da base B = {7’, 7, % }. Logo:

- — - — - —
[ X v -] y vV - K z
COS ¥ = =7 — =7 Cosﬁzﬁ:j COSY = —=r——=7 = =
V-7 [V VI TV VI-Ts] [V

Observe que: cos® a + cos? 3 + cos? y = 1.

Exemplo 3.9. Dado o vetor vV = (—1,1,0), temos que | V| = \/(—1)2 +(1)2 + 02 = /2, e entéo:

-1 V2 1 V2 0
cos(ar) = 7 =-0 cos(B) = VAR cos(y) = 7

Logo, os angulos diretores de v’ sdo « = 135°, 8 = 45° e v = 90°.

Exemplo 3.10. Os angulos diretores de um vetor v s&o o = % rade g = % rad. Como cos? o + cos? 3 +

2 2
. 2 2
cos?y = 1, podemos obter v, da seguinte forma: cosy = 41 — <§> - <g> =0&sv= g

3.9 Projecdo de um Vetor sobre Outro

Com base na figuratemos que v =V + Vy,at = Vi =proj; v.e Vi- vy =0.
Segue que, | V|- V2| = |V - (V — V1) = au(V — a7) = 0. Desta forma,
- = —
U -V —au - u =0e, conseqilentemente, a = ‘|/7|; . Portanto, V2
o VU ol
proj; V. = i U=(v-u°)-u (3.41)

3.10 Produto Vetorial

Dados dois vetores V1 = (xi,y1,21) € Va2 = (x2, y2, z), definimos o produto vetorial V'; x V', entre

estes vetores como sendo o determinante dado por:

X1 ¥
X2 Y2

n a X1z

Y2 2

— —
. /L .

7+

2= X1 Y1 21 =
X2 22

Exemplo 3.11. Dados os vetores v = (5,4, —3) e vV = (1,0, —1), o produto vetorial entre estes vetores,

— = z
u Xx v,e:
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Nota 8 (Dispositivo pratico).

— — X1 1 44 X1 »n
Vix Vo= = (Y1220 — Y221, Z1X0 — ZoX1, X1Y2 — Xo)1).
X2 Yo X2 W

3.10.1 Caracteristica do Produto Vetorial de dois Vetores

=l
<l

O vetor w = o x Vv é um vetor perpendicular a v e a v, e 0 seu sentido de-

pende da orientacdo do angulo entre os vetores. A verificacdo deste resultado é -
facil. Considere dois vetores V'; = (xi,y1,21) € V2 = (x2, y2, z2) € 0 produto vetorial 2<;}

o x v em coordenadas conforme definigdo acima. Verifique que: o - (7' x V) =0

eT-(VxV)=0.
—V -
—u X Vv

3.10.2 Comprimento do Vetor Obtido Através do Produto Vetorial

3.11 Proposicdo. Seja # o0 angulo entre os vetores ' e vV, ndo nulos. Entdo: |7 x V| = ||| V|-sen(6).

Prova: (7 - V)2 =T |VP-cos2(8) = TP [V]> (1 —sen®(8)) = [T [V[> = |TP- V|7 sen(8).
Portanto, |7 |? - | V|2 -sen?(8) = |7 |2 V> — (T - V)? = |7 x V|~ m

Interpretacio Geométrica do Produto Vetorial de Dois Vetores

3.10.3
O modulo do produto vetorial entre dois vetores ndo paralelos é a area -
do paralelogramo formado na figura, ou seja, Y i
/‘ ' //
A=|V|-h=|T|-|V]|-sen() = |7 x V|. ’
v
Propriedades
1. (U xV)xW#T1T x(Vx W), 3. (T xV)=(aU)x V=1 x(aV);
2. (T x(V4+W)=(T xV)+ (T x W), 4. T - (VxW)=(TxV) W
3.10.4 Area de um Triangulo
A area de um triangulo formado por dois vetores & e V', como na figura N
u
ao lado, é dada por:
1 - h
Ap = =|U x V.
2
—"Y
v

3.11 Produto Misto

Dado trés vetores 7 = (xi,y1,21), V = (x2,y2,2) € W = (x3, y3, z3), definimos o produto misto como
sendo (7, V,w) = U - (V x w). Facilmente verificamos que
X1 y1 oz
— = —
(0. V. wW)=|x » =z

X3 y3 23
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Exemplo 3.12. Dados os vetores & =27 +37 +5%, V=—7+37+3rew =47 —-37 +2%,0
produto misto (', V', W) é:
2 3 5
(7, V,W)=| -1 3 3|=124+15+36— (60— 18 —6) = 27.
4 -3 2

Propriedades

1. A permutacdo de apenas um vetor muda o sinal do produto misto:

(7, V,w)=-(V, 7, W)=—(7, W, V)=—(W,V, 1),
2' (ﬂ> + 7>1 71 W) = (71 71 W) + (7v 7v W>) 3' (OL?' 7' 7V>) = (7' a7’ 7V>) = (7’ 7’ OLVV)) =
(0. V. W+X)=(47. V. W)+ (1, V., %), oW, 7V, W);
(0, V+X,wW)=(u,V,w)+ (1, X, W) 4. (7, V,w)=0<« sfo coplanares.

3.11.1 Interpretacdo Geométrica do Médulo do Produto Misto

O volume V do paralelepipedo formado por trés vetores o, v e w, ndo coplanares, é dado pelo do

- — —

maodulo do produto misto, ou seja, V = |(v, v/, w)|.

Exemplo 3.13. Considere os vetores v = (3, m,—2), V. = (1,—-1,0) e w = (2, —1,2). Calcular o valor
de m para que o volume do paralelepipedo determinado por estes vetores seja 16 u.v.. Determine a altura
relativa & base formada pelos vetores v e V.

Solugdo: Como o médulo do produto misto nos da o volume deste paralelepipedo, calculemos inicial-
mente (7, V, w).

3 m =2
(,V.w)=|1 -1 0 |=-6+0+2—(4+2m+0)=—-8+2m.
2 -1 2
Deste modo, |(¥, vV, w)| = | —8+42m| = 16. Da igualdade modular, temos —8+2m = 16 ou —8+2m = —16,

donde m =12 ou m = —4.

Nota 9. O volume do tetraedro V; formado pelos vetores o, v e w € dado por

1
Ve = 2(7. V. W),

6

Exemplo 3.14. Sejam (1,2, -1), B(5,0,1), €92,-1,1) e D(6, 1, —3) vértices de um tetraedro. Calcular o
volume V e a altura h relativa ao vértice D deste tetraedro.

Solugdo: Primeiramente determinemos os vetores A_B> AC e ,ﬁ que sdo, respectivamente, (4, -2, 2),
(1,-3,2) e (5,—1, —2). Deste modo, podemos determinar o volume do tetraedro ABCD, como descrito na
nota 9, temos:

4 -2 2
(0. V.W)=|1 -3 2 [=24-20-2—(-30+4-8) =36
5 -1 =2
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~ 1 1
eentdo, V== -|(U, vV, w)| = = -|36] = 6. Uma vez que temos o volume do tetraedro e sabendo-se que

6
o volume de um tetraedro pode ser obtido por um ter¢o do produto da area da base com a altura deste. A

area da base A, podemos obter facilmente, do seguinte modo:

7 7w
Ap=|ABxAC|=| 4 —2 2 |=|(2—6,—10)| = /(2)> + (=6)> + (=10)2 = 2V/35.
1 -3 2

3V. 3.6 935

1
Agora, daformulaV == - A, - h, extramos h= — = —— = ——.
9 3 A, 2v35 35

3.12 Exercicios Propostos

EP 3.24. Dados os vetores o = (2,-1,1), vV = (1,-1,0) e W = (-1, 2,2), calcular:
(@ (v x V) -w, (b) (T x W) - (U + V).

EP 3.25. Dados os vetores o = (1,3, —2a—1), vV = (a,a—1,1) e W = (a, —1, 1), determinar a de modo

que v -V =(T+7V) w.

EP 3.26. Determinar a e b de modo que os vetores v = (4,1, -3) e vV = (6, a, b) sejam paralelos.

EP 3.27. Determinar um vetor que seja simultaneamente ortogonal aos vetores 2@ — bes + b para
Z=(3,-1,2)e b =(1,0,-3).

EP 3.28. Determinar um vetor unitario que seja simultaneamente ortogonal aos vetores o = (2, —1,3) e
—
v =(1,1,0).

EP 3.29. Dados os pontos A(1,2,3), B(—6,—2,3) e C(1,2,1), determine o versor do vetor 3 = 3BA —
—
2BC.

EP 3.30. Sabendo-se que || =3, |b|=+2e que oangulo d entre 7 e b & 45°, calcular |3 x b|.
. e

EP 3.31. Dados os pontos X(3,m — 1, —4) e Y(8,2m — 1, m), determine m de modo que |XY| = 1/35.

EP 3.32. Calcular a area do paralelogramo definido pelos vetores v = (3,1,2) e vV = (4, —1,0).

EP 3.33. Calcular a area do triangulo de vértices A(—1,0,2), B(—4,1,1) e C(0,1,3).

EP 3.34. Calcular x, sabendo que A(x,1,1), B(1,—1,0) e C(2,1,—1) s&o vértices de um tridngulo de
area /5.

EP 3.35. Verifique se s&o coplanares os seguintes vetores o = (3,1,2), V = (4, —1,0) e w = (0, —1,0).

EP 3.36. Calcular o valor de m para que seja de 10 unidades o volume do paralelepipedo determinado
pelos vetores Vi =27 — 7, Vo =67 +m] —2K e Vi= 47 + %.

EP 3.37. Sabendo que a distancia entre os pontos P(—1,2,3) e Q(1, —1, m) é 7 unidades, calcule m.
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Retas
3.13 Equacao Vetorial da Reta

Consideremos uma reta r passando pelo ponto Py(xo, ¥o, z0) com a diregéo
de um vetor vV, = (a, b, c) ndo-nulo. Para que um ponto P(x,y,z) do espago
pertenca a reta r, € necessario e suficiente que os vetores WD) e VvV, sejam
linearmente dependentes, isto &, Po—/)3 = hv,ouP— Py = hV, Segue que
P = Py + hVv,, ou seja,

(x,y¥,2) = (x0,¥0,20) + h(a, b, c), heR. (3.42)

A equagcdo ( 3.42) é denominada equagéo vetorial da reta r. O vetor v, = (a, b, c) é chamado vetor
diretor da reta r e h é denominado parametro. E facil verificar que a cada valor de h corresponde um ponto
particular P: quando h varia de —co a +o0, 0 ponto P descreve a reta r.

Exemplo 3.15. Qual a equacao vetorial da reta r que passa pelo ponto A(3,0, —5) e tem a dire¢&o do
vetor V', =27 427 — & ? Determine um ponto qualquer da reta e verifique se P(7,4, —7) pertence a r.

Solugdo: Designando por P(x,y,z) um ponto genérico dessa reta temos que P = A + hV, isto é:
(x,y,z) =(3,0,-5) + h(2,2, —1). Quando h varia de —co a +oo, P descreve a reta r. Assim, por exemplo,
se h=1,um ponto dareta é: (x1,y1,2z1) =(3,0,=5)+ 1(2,2,-1) = (3,0, -5) + (2,2,-1) = (5,2, —6).

A cada ponto P € r corresponde um numero real h. Portanto, para verificarmos se um ponto P é
um ponto da reta r devemos substituir as coordenadas de P na equacdo da reta r e verificarmos se o
pardmetro h obtido é Unico. Sabemos que r : (x,y,z) = (3,0,-5) + h(2,2,—1). Logo, € verdadeira a
afirmacéo: (7,4, —7) = (3,0, —5) + h(2, 2, —1), para algum nimero real h, pois, dessa igualdade, temos:

h(2,2,—1) = (7,4,—7) — (3,0, —5) < (2h,2h, —h) = (4,4, —2) < h=2.

Observe que, assim como o vetor v/, = (2,2, —1) é um vetor diretor desta reta, qualquer vetor o'v',, o # 0,
também o é. Portanto, apenas para exemplificar, se « = 2 e a = 1, ainda representam a reta r as equacoes:

[ x = 342h [ x = 3+4h
{y = 2h ,heR e {y = 4h heR
Lz = —-5—h Lz = —5—2h

3.14 Equacoes Paramétricas da Reta

Considere um sistema de coordenadas cartesianas, P(x, y, z) € Py(xo, yo, Z0) um ponto genérico e um
ponto dado, respectivamente, da reta r, e vV, = (a, b, ¢) um vetor com a mesma dire¢do de r. Da equagéo
(3.42) temos que (x,y,z) = (x0, ¥0,20) + h(a, b,c),h € Rou (x,y,z) = (xo + ah,yo + bh,zg + ch), h € R.
Portanto,

,{x = Xxp+ ah
1 Yy = yotbh heR (3.43)
Lz = Zo+ ch

As equagdes em (3.43), onde V', # 6 sdo denominadas equagdes paramétricas da reta r, em relagao
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ao sistema de coordenadas fixado. A reta r € o conjunto de todos os pontos (x, y, z) determinados pelas
equacdes paramétricas quando h varia de —oco a +oc.

Exemplo 3.16. Quais as equagdes paramétricas da reta r, que passa pelo ponto Py(3, —1, 2) e € paralela
ao vetor v, = (-3, —2,1)? Obtenha um ponto qualquer desta e verifique se A(0, 3, 4) pertence a esta reta.

Solugdo: As equagdes paramétricas da reta r sdo x =3 —3h,y = —-1—-2h,z=2+ h, h € R.

Para se obter um ponto desta reta, basta atribuirmos a h um valor particular. Por exemplo, para h = 3,
tem-se: x = -6,y = —7 e z = 5, isto é, o ponto (—6, —7,5) € um ponto da reta r. Observe que o ponto
A(3, -1, 2) é obtido fazendo h = 0. Ja o ponto (0, 3, 4) ndo pertence a esta reta, pois as equagdes ndo séo
satisfeitas para o mesmo valor de h (h = 1 satisfaz a primeira equagdo mas nao as outras duas).

3.15 Equacoes Simétricas da Reta

Se supusermos que abc # 0 nas equagdes em ( 3.43) e isolarmos o parametro h, obteremos:

X — X — Z — Z . X — X — Z — Z
h o= 0 _ Yy =X _ o, ou seja, 0 _ Y=Y _ o.
a b c a b c

(3.44)

As equacdes em ( 3.44) sdo denominadas equacdes simétricas, segmentarias ou normais de uma reta

r que passa por um ponto Po(xp, yo, z0) € tem a direcéo do vetor v, = (a, b, ¢) e poderiam ser obtidas se
—

observarmos o paralelismo existente entre os vetores PoP = (x —xo, Y — Yo, z2— 20) € V, = (a, b, ¢), abc # 0.

Exemplo 3.17. Determine as equacOes simétricas da reta que passa pelo ponto A(3,0,—-5) e tem a

- =

direcdo do vetor v =27 +27 — K.

Solucdo: Primeiramente observe que a equacao vetorial é (x,y,z) = (3,0, =5)+ h(2,2,-1), V h € R.

,0
. . ~ -3
Da igualdade entre pontos, podemos isolar h, e entdo escrevermos: XT = % =5-2z

3.16 Equacoes Reduzidas da Reta

Podemos rearrumar as equacgdes simétricas da reta em ( 3.44), isolando as variaveis y e z e as expres-
b

b c
sando em funcdes de x, temos: y = ;(X —x)+yez= g(x — Xo) + 20. Fazendo m = S N= 0% + Yo,
C C
p=—€eqg=——x+ 2z, obtemos:
a a
= mx-+n
y (3.45)
z = px+gq

Estas sdo as equacdes reduzidas da reta na variavel independente x ou, simplesmente, equagfes
reduzidas da reta na variavel x.

Nota 10. Nas equagOes reduzidas em ( 3.45), a variavel x figura como variavel independente.
Se expressarmos as equacdes de forma que a variavel independente seja y ou z, ainda assim as
equacdes sdo chamadas equacdes reduzidas.
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y-n _z-gq

Nota 11. Das equacfes reduzidas em ( 3.45) obtém-se x = = . Comparando as
m p
equacdes reduzidas com as simétricas:
X—xX _ Y—¥Ww _ Z— %
a b c '

verifica-se que as equacgdes reduzidas representam a reta que passa pelo ponto N(0, n, g) e tem a

direcdo do vetor v = (1, m, p).

Exemplo 3.18. Estabelecer as equacdes reduzidas na variavel x da reta r que passa pelos pontos
A(2,1,-3) e B(4,0,-2).

Solucdo: As equacdes simétricas da reta que passa pelo ponto A(2,1,—3) e tem a dire¢do do vetor
-— X —2 y—1

AB = (2,-1,1) sao: 5 = T = z+ 3. Dessas equacdes obtém-se:
( -1
A2y-1) = -lx-2) _j 7 5 X+2
2(z4+3) = (x—-2) {z B 1X 4
Lz = X%
2x —
Exemplo 3.19. As equagc")es{ Y X4 +5 representam a reta que passa pelo ponto N(0, —3,5)
z = —4x )

e tem a diregdo do vetor V' = (1,2, —4).

Observe que o ponto N é obtido fazendo x = 0 nas equacdes reduzidas. Se damos a x outro valor,
—
x = 1 por exemplo, teremos o ponto M(1,—1,1) e um vetor diretor sera NM = (1,2, —4) ou qualquer
multiplo dele.

e : ; o ™
Nota 12 (Retas Perpendiculares no R?). No Ensino Médio, sabe-se que duas retas r e s do plano,

sdo ortogonais se, e somente se, o coeficiente angular de uma for o inverso simétrico da outra, ou

seja, se m, é o coeficiente angular da reta r e ms; 0 da reta s, entdo m, - ms = —1. Provaremos esse

fato. y
Sejam r e s duas retas ortogonais no plano de tal forma que N
. . S
V., = (a1, b1) € Vs = (a2, by), respectivamente, sdo os vetores r

diretores destas retas. Suponha que A(x,y1) € r e B(x, y2) € s.
Deste modo temos as seguintes equacdes simétricas:

— — — — P
r:X X _y—n e s:X X _Yor
a by ar by 0 N x
e as equacdes reduzidas séo: //
b1 bl b2 b2
r-y=—x——xi1+wn € S:y=—X——Xo+ )
dl a1 ar an

b by . . -
emque m, = -t e ms = = séo, respectivamente, os coeficientes angulares de r e s.
ai as

Como as restas s&o ortogonais, o vetor v/, é ortogonal ao vetor V. Portanto, v, - v = 0,
s . a L,
donde a; - a; + by - b, = 0. Desta Ultima igualdade temos b—l = —E, como queriamos.
1 an

G

3.17 Reta Definida por Dois Pontos

A reta definida pelos pontos A(xi, y1, z1) € B(x2, y»2, z2) € a reta que passa pelo ponto A (ou B) e tem a
—
direcdo do vetor V', = AB = (xo — X1, Y2 — y1, 20 — 21).
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Exemplo 3.20. A reta r, determinada pelos pontos A(1, —2, -3) e B(3,1, —4), tem a direcdo do vetor

— V= ~ P
v = AB = (2,3, —1) e as equagdes paramétricas

(
|
(

representam esta reta r, passando pelo ponto A, com a dire¢éo do vetor v = AB.

= 1+2h
—2+43h
= —4—h

N < X
I

Observemos que, embora estes sistemas sejam diferentes, eles permitem encontrar todos os pontos
da mesma reta, fazendo h variar de —oc a +o00. Por exemplo, para h = 1, obtemos o ponto P;(3,1, —4) no
primeiro sistema e o ponto P,(5,4, —5) no segundo sistema e ambos s&o pontos da mesma reta. é facil
ver que o ponto P; pode ser obtido, no segundo sistema, fazendo h = 0 e o ponto P», no primeiro sistema,
fazendo h = 2.

Exemplo 3.21. Obter as equagdes simétricas da reta determinada pelos pontos A(2,1, —3) e B(4,0, —2).

Solugéo: Um vetor diretor da reta é o vetor AB=B—-A= (4,0,-2)—(2,1,-3)=(2,-1,1). Logo, se
escolhermos A como sendo o ponto (xo, ¥o, 20), temos que as equagdes simétricas da reta séo

-2 -1
X :y—:z+3 ouX

-2
> — y=z+3

Observe que poderiamos escolher o ponto B como sendo o ponto (xp, yo, 20) €, portanto, as equacdes

x—4 y x—4
> ) z+ u 5 y=z+

—
representam a mesma reta passando pelo ponto B e com a direcdo do vetor AB.

3.18 Exercicios Propostos
EP 3.38. Determine uma equacédo da reta r que: (a) Passa pelos pontos P;(2,1,2) e P»(3,—1,1); (b)
Passa pelo ponto P(4, 1,0) e contém representantes do vetor o, = (2,6, —2).

EP 3.39. Verifiqgue se o ponto P = (—1,0,2) pertence areta: () r : (x,y,z) =(-7,-3,-7)+h(2,1,3),h €
R:(b)s:x=-3+hy—=—1+hez=2hheR;(c)h: ¥ _2=4

2 3 2

: -1 2 : ~ . -
EP 3.40. Sejar: XT = % = z. Determine uma equacéo de r nas formas vetorial e paramétrica.

3.19 Esboco da Reta no Espaco R?

Dada uma das equacdes da reta, podemos construi-la marcando-se dois dos seus pontos ou um dos
pontos e sua direcdo dada pelo vetor diretor.

z—1
.

Exemplo 3.22. Esboce a reta de equacéao
68

N X%
W<




Planos

3.20 Equacao Geral do Plano

Seja A(x1, y1,z1) um ponto pertencente a um plano = e n = (a, b, )

-
um vetor ndo nulo normal (ortogonal) ao plano. Definimos o plano = como n
sendo o conjunto de todos os pontos P(x, y, z) do espaco tais que o vetor
AP é ortogonal a . O ponto P pertence a 7 se, e somente se, —
A P
AP = 0. .
. —_— - ~ ~ .
Tendo em vistaque n = (a, b,c) e AP = (x — x1, ¥ — y1,Z — z1), €ntéo a equacao fica:
0 = (abo)(x—x,y—y,z—2z1)
= a(x—x1)+bly —y1) + c(z — z1)
= ax+by+cz—axq—by; —cn
Fazendo —ax; — by; — cz; = d, teremos
ax + by + cz+ d =0 (equacdo geral ou cartesiana do plano ). (3.46)

Da forma com a qual foi definida o plano 7, vimos que ele fica perfeitamente identificado através de um
ponto A e por um vetor normal 7" = (a, b, ¢) a w, com a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Qualquer vetor
kT, k # 0, é€ também vetor normal ao plano. Os coeficientes a, b e ¢ da equac&o geral ( 3.46) representam
as componentes de um vetor normal ao plano e que este mesmo vetor é também normal a qualquer plano
« paralelo a 7. O elemento que diferencia um plano paralelo de outro € o valor de d.

- n
Nota 13. Sendo 7" um vetor ortogonal ao plano , ele sera [
ortogonal a qualquer vetor representado neste plano. Em
) ~ - . V1 T
particular, se V'; e V', estdo em 7 e s&o linearmente inde- < -
pendentes, tem-se: 7 = V1 X V. Y2

Exemplo 3.23. Determinar a equagao geral do plano 7 que passa pelo ponto A(2, —1,3), sendo n =
(3,2, —4) um vetor normal a 7.

Solugédo: Se 7 é normal ao plano, sua equagéo € do tipo: 3x + 2y — 4z + d = 0. Como o ponto A
pertence ao plano, suas coordenadas devem verificar a equacao, isto é: 3(2)+2(—1)—4(3)+d =0=d = 8.
Logo, a equacao geral do plano 7 é: 3x +2y — 4z +8 = 0.

Uma outra forma de resolver este problema é utilizando a equagéo: a(x —x;) + b(y —y1) + c(z— z1) = 0.
Substituindo-se (a, b,c) = (3,2, -4)e x1 =2, 1 = —1 e z; = 3. Logo,
3(x—2)+2(y+1)—4(z—3)=0 = 3x+2y —4z+8=0.

Exemplo 3.24. Escrever a equacéo cartesiana do plano 7 que passa pelo ponto A(3,1, —4) e é paralelo
aoplanom; :2x -3y +z—-6=0.

Solugdo: Vimos acima que o elemento que diferencia um plano paralelo de outro é o valor de d. Deste
modo 7 : 2x —3y +z+d = 0. Como A(3,1,—-4) e m,temos: 2-(3) —3- (1) +(-4)+d=0=d = 1.
Portanto, 7 : 2x — 3y +z+1=0.
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Vimos que um plano é determinado por um de seus pontos e por um vetor normal a ele. Assim, sempre
gue formos determinar a equacgéo de um plano devemos inicialmente nos preocuparmos em determinar se
estes dois elementos (ponto e vetor normal) estao evidentes.

Exemplo 3.25. Determinar a equacéo geral do plano que passa pelo ponto A(1, —3,4) e é paralelo aos
vetores v; = (3,1,-2)e vV = (1, -1,1).
7 7 R
Solugdo: Um vetor normal ao plano € obtido por: vy x Vo =| 3 1 —2 |=(-1,-5,—4). Entdo,
1 -1 1
a equacédo geral do plano é: —1(x —1) —5(y +3) — 4(z—4) =0 = x + 5y + 4z — 2 = 0. Nesta equacéo,
um vetor normal ao plano é (1,5, 4).

Exemplo 3.26. Qual a equagdo geral do plano determinado pelos pontos A(2,1,-1), B(0,-1,1) e
C(1,2,1)?

Solugéo: Observemos que 0s vetores AB = (-2,-2,2) e AC = (=1, -1,2) n&o sao paralelos e,
— — —
1 Wi K
i — -3 v ~ ~
portanto, um vetor normaldo planoé n = ABx AC=| -2 -2 2 | =(-6,2,—4). Entdo, a equacéo
-1 1 2

geraldoplano é —6(x —2) +2(y —1) —4(z+1)=0 = 6x—2y+4z—6=0.

. ~ 1 L.
Se multiplicarmos ambos os membros da equacgéo por 5 teremos 3x — y + 2z — 3 = 0. Na determinagéo
da equacao deste plano foi utilizado o ponto A. Se fosse usado o ponto B ou o ponto C teriamos obtido a
mesma equacao.

Exemplo 3.27. Qual a equacao geral do plano que contém aretar: x =4;y = 3 e o ponto B(-3,2,1)?

Solucédo: A reta r passa pelo ponto A(4, 3,0) (a cota deste ponto pode ser qualquer nimero real, pois
a reta r é paralela ao eixo Oz) e tem a direg&o do vetor vV = (0,0, 1). Portanto, os vetores-base do plano

- = —

1 7 K
— — —
sdo Ve AB = (-7,-1,1)e n =ABxAC=| 0 0 1 |=(1-70).Entdo, a equacio cartesiana
-7 -1 1

doplano é: 1(x+3)—-7(y —2)+0(z—1)=0 = x—7y +17=0.

( Nota 14. Em todos o0s problemas de determinacéo da equacédo geral do plano um vetor normal )
foi obtido através do produto vetorial de dois vetores-base desse plano. Vamos mostrar, retomando
o problema 3.25, um outro modo de se obter a equacédo geral. Nesse problema, o plano passa pelo
ponto A(1, —3,4) e é paralelo aos vetores v; = (3,1,-2) e VvV, = (1,—1,1). Ora, se P(x,y,z) é
um ponto qualquer do plano, os vetores ,ﬁ’) V1 e Vs, sdo coplanares e, portanto, o produto misto
deles é nulo, isto é

x—1 y+3 z-4
0 = (AP, V1, Va)=| 3 1 —2 |=—x—5y—4z+2.
1 -1 1

Logo, a equacédo geral do plano é x + 5y + 4z —2 = 0.

O que fizemos para este caso, podemos repetir para todos os demais, pois basta observar que no
produto misto dos trés vetores dois deles sdo vetores-base do plano (no caso presente, v'; e V')
e o terceiro é obtido com um ponto fixo do plano e o ponto P(x, y, z) genérico.
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3.21 Equacoes Paramétricas do Plano

Seja A(xo, Y0, 20) um ponto de um plano 7 € V; = (a1, by, c1) € Va2 = (a2, by, ) dois vetores ndo
colineares. Um ponto P(x, y, z) pertence ao plano 7 que passa por A e é paralelo aos vetores v; e V5 se,
. , . . -_—
e somente se, existem numeros reais h e t tais que: AP = h- Vitt Vo

Escrevendo a equacé@o em coordenadas, obtemos:

(x = x0,¥ — Y0,z — 20) = h(ay, by, c1) + t(a2, b2, 2),

donde
|{X = X0—|—alh+agt
{ Y = Yo+ bih+ byt (3.47)
Lz = 2o+ ah+ ot

Estas séo as equacgOes paramétricas do plano. Quando h e t, denominados parametros, variam de —oo a
+00, 0 ponto P percorre o plano .

Exemplo 3.28. As equacdes paramétricas do plano que passa pelo ponto A(2,1,3) e é paralelo aos
vetores v; = (—3,-3,1) e vV, = (2,1, —2) séo:

' x = 2-3h+2t
{ y = 1-3h+t
Lz = 3+h-2t

Se quisermos algum ponto deste plano, basta arbitrar valores para h e t. Por exemplo, para h =2 e
t =3, vem:

[ x = 2-312)+23) 2
{y 1-302)+1(3) = -2
Lz = 3+12-23) = -1

e, portanto, A(2, —2, —1) é um ponto do plano.
Exemplo 3.29. Escrever as equagfes paramétrica do plano determinado pelos pontos A(5, 7, —2), B(8, 2, —3)
e C(1,2,4).
Solucéo: Sabe-se que trés pontos ndo colineares determinam um plano. Neste caso, faremos
Vi=AB=(3,-5-1), V> = AC = (—4, -5,6).

Logo, as equacdes paramétricas (utilizando o ponto A) do plano sao:

[ x = 5+3h—at
y = 7-5h—5t
Lz = —2— h+6t

3.22 Esboco do Plano no Espaco R3

Dada a equacao geral do plano, podemos construi-lo determinando os pontos de interse¢do com os
eixos coordenados da seguinte forma: Seja 7 : ax + by + cz+ d = 0 um plano tal que a, b e c sejam ndo
nulos, entdo este plano intersecta os eixos coordenados nos pontos

(400) o-30): (00-2)

Exemplo 3.30. Esboce o plano de equacdo 7 : 2x + 3y + 4z — 12 =0.
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3.22.1 Planos Paralelos aos Eixos e aos Planos Coordenados

A equacéo ( 3.46) na qual a, b e c ndo sdo todos nulos, é a equagio de um plano 7, sendo 7’ = (a, b, )
um vetor normal a 7. Quando uma ou duas das componentes de n” sdo nulas, ou quando d = 0, esta-se
em presenca de casos particulares.

3.22.2 Plano que Passa pela Origem

Se o plano ax + by + cz + d = 0 passa pela origem, entdo A(0,0,0) é um ponto do plano. Logo
a-0+b-0+c-0+d=0,isto é, d = 0. Assim, a equacao ax + by + cz = 0 representa a equacao de um
plano que passa pela origem e " = (a, b, ) € um vetor normal ao plano.

3.22.3 Planos Paralelos aos Eixos Coordenados

Se apenas uma das componentes do vetor 7 = (a, b, c) € nula, o vetor é ortogonal a um dos eixos
coordenados, e, portanto, o plano 7 é paralelo a0 mesmo eixo: se a=0,n = (0,b,c) L Ox..7//Ox e a
equacdo geral dos planos paralelos ao eixo Ox €: by +cz + d = 0.

A figura a seguir mostra o plano de equacédo 2y + 3z — 6 = 0.

V4
Observemos que suas intersecdes com o0s eixos Oy e Oz sao

A1(0,3,0) e Ax(0, 0, 2), respectivamente, que nenhum ponto da forma
P(x,0,0) satisfaz a equagdo. Um vetor normal ao plano é n =
y (0,2,3), pois a equagdo de 7 pode ser escrita na forma:
Ox+2y+3z—-6=0.
X

Com raciocinio analogo, vamos concluir que:

- Os planos paralelos a Oy tém equagéo da forma ax + cz + d = 0;
- Os planos paralelos ao eixo Oz tém equacédo da forma ax + by + d = 0.

Da andlise feita sobre este caso particular, conclui-se que a ‘
variavel ausente na equagéo indica que o plano é paralelo ao
eixo desta variavel. E
. . y y
As figuras ao lado mostram, respectivamente, os planos par-
alelos ao eixo Oy e ao Oz: X X

Nota 15. Cuidado, Cuidado, Cuidado!
A equacdo x + 2y — 4 = 0, como vimos, representa no espago R3 um plano paralelo ao eixo Oz.
Porém, esta mesma equacao, interpretada no plano R?,representa uma reta.

Nota 16.

Se na equacéo ax + by + d = 0 fizemos d = 0, a equagéo ax + by = 0 representa um plano que
passa pela origem e, portanto, contém o eixo Oz.
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3.22.4 Planos Paralelos aos Planos Coordenados

Se duas das componentes do vetor normal 'n" = (a, b, ¢) s&o nulas, é colinear z
a um dos vetores 7’ ou J ou &, e, portanto, o plano 7 € paralelo ao plano dos
outros dois vetores.
—sea=b=0,1n=(000c)=c(0,01) = ck .. 7//xOy e a equagéo geral e y
dos planos paralelos ao plano xOy é cz+ d = 0. Como ¢ # 0, vem z = —%.

Os planos cujas equac8es sao da forma z = k séo paralelos ao plano xOy. A figura mostra o plano de
equacéo z = 3. A equacao z = 3 pode também ser representada sob a forma 0x + Oy + z — 4 = 0 na qual
vemos que qualquer ponto do tipo A(x, y, 3) satisfaz esta equagéo e = = (0,0,1) é um vetor normal ao
plano. Assim, o plano paralelo ao plano xOy e que passa pelo ponto A(x, y1, —3) tem por equagédo z = —3.

Com raciocinio analogo, vamos concluir que: os planos paralelos ao plano xOz tém por equacéo y = k;
e os planos paralelos ao plano y Oz tém por equagéo x = k.

Nota 17. Considere um ponto A(2, 3,4) e as seguintes equagdes dos planos m; : x =2, m : y = 3

e s : z = 4. O plano 7; passa por A e é perpendicular ao eixo Ox (paralelo ao plano y0Oz). O
plano m, passa por A e é perpendicular ao eixo Oy (paralelo ao plano x0Oz) e o plano 73 passa por
A e é perpendicular ao eixo Oz (paralelo ao plano xOy). Os planos coordenados séo os planos
particulares destes e suas equagdes sGo x =0,y =0e z=0.

Exemplo 3.31. Qual a equacéo do plano que contém o ponto A(2,2,—1)earetar:x=4;y = 3.

Solucdo: Areta r passa pelo ponto B(4,3,0) (a cota é arbitraria, pois a reta r é paralela ao eixo Oz) e
tem a diregdo do vetor v = (0,0, 1). Os vetores-base sdo Vv e AB = (2,1,1). Sendo A (ou B) um ponto
fixo desse plano e P(x, y, z) um ponto genérico, deve-se ter

x—2 y—2 z+1
— ., —
0 = (AP, V,AB)= 0 0 1 =x—2y+2.
2 1 1

Exemplo 3.32. Determinar a equagéo geral do plano que passa por A(2,3,4) e € paralelo aos vetores
— — — — —
Vi=j)J+Kevy=j5— K.

Solucdo: Sendo P(x,y, z) o ponto genérico deste plano, deve-se ter

x—2 y—3 z—4
—
0 = (AP, V1,V,) = 0 1 1 =x—2.
0 1 -1

Nota 18. A equacéo x = k, k € R, pode representar: um ponto se o universo for a reta R; uma
reta se o universo for o plano R?; um plano se o universo for o espago R3.

Posicoes Relativas

3.23 Colinearidade entre Trés Pontos

Trés pontos séo colineares se eles estdo na mesma reta. Portanto, devemos obter, inicialmente, uma
equagéo da reta escolhendo-se de forma aleatoria dois pontos quaisquer e, em seguida, verificarmos se 0
terceiro ponto pertence a esta reta. A seguinte proposi¢do encurta este caminho.
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3.12 Proposicdo. Trés pontos A;(x1, y1,21), Ax(x2, v, 22) € As(xs, y3, z3) S0 colineares se, e somente se,

XX—X1 _Yo—N 22— 2

X3 — X1 3—n 3 =24

—
Prova: Para que Ai(x1, y1,21), A2(x2, y2, 22) € As(xs, y3, z3) estejam em linha reta, os vetores A1 A; e
X2—X1 _ Y=V -2z

—_— . L, — —_— )
A;1 Az sdo paralelos, isto é: A; A, = a A1 Az, para algum o € R, ou seja, = . O
XB3—X1 ¥Y3—yn ZB—24
Exemplo 3.33. Verifique se os pontos A(5,2, —6), B(—1, -4, —3) e C(7,4, —7) estdo em linha reta.
- . . —-1- —4 -2 — .
Solucdo: Utilizando-se a proposicdo anterior, temos que: > = = 3+06 _ —3. Assim,

_ 7-5 4 -2 ~74+6
0s pontos A, B e C estdo em linha reta.

3.24 Condicao de Paralelismo entre Duas Retas

A condicdo de paralelismo das retas , € r, € a mesma entre 0s seus vetores v; = (a1, b1,c1) €
V2 = (a2, by, @), que definem as diregbes dessas retas. Isto €, V; = o - V.

Exemplo 3.34. Verifique se areta r;, que passa pelos pontos A;(—3,4,2) e B(5,—2,4), e areta r, que
passa pelos pontos Ax(—1,2, —3) e B,(—5,5, —4), séo paralelas.

Solucdo: A direcdo de r; é dada pelo vetor v; = A;B; = (8,—6,2) e a direcdo de r, € dada pelo vetor
RN 8 _
Vo= AB, = (—4,3,—1). Como -3 -7 as retas r; e r, sdo paralelas.

(" Nota 19. Seja uma reta r;, que passa por um ponto A;(xi, y1,z1) € tem a direcdo de um vetor )
V = (a1, b1, 1), expressa pelas equagoes:

X=—X1 y—»n Z—21

a by a

Qualquer reta ry, paralela a reta r;, possui parametros diretores a,, by, ¢, proporcionais aos paramet-
ros diretores ai, by, ¢c1, s@o parametros diretores de qualquer reta paralela a reta ;. Nestas
condigBes, se Ax(x2, y2,z2) € um ponto qualquer do espacgo, as equagdes da paralela a reta r,
gque passa por A,, so:

X=X Y=Y Z—2

a by c

— Se as retas n, e r, forem expressas, respectivamente, pelas equagfes reduzidas:

{ y = mx+m { Yy = mx+m
n: e In.
z = pix+aq z p2Xx + q2

—
"4

cujas dire¢cdes sdo dadas, respectivamente, pelos vetores v; = (1, my, p1) e
condicéo de paralelismo permite escrever:

2= (1,m, p2), @

3.25 Condicao de Ortogonalidade entre Duas Retas

Duas retas r, e r, S&0 ortogonais se 0 produto escalar entre os vetores v'; e v, que definem as
direcdes dessas retas é nulo, ou seja, vi- v, =0
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o f y =3 x y+1
Exemplo 3.35. Verifique se as retas r; : i x—3

8 —6

Solugdo: As diregdes de r; e r, sdo dadas pelos vetores v; = (8,0, —6) e V2 = (3,5,4), respectiva-
mente. As retas sao ortogonais, pois, a condicao de ortogonalidade entre duas retas é verificada. De fato,
— =
Vi-vo,=8-3+5-0—-6-4=0.

3.26 Paralelismo entre Retas e Planos Coordenados

Vimos que as equacdes paramétricas em ( 3.43) ou as equacdes simétricas em ( 3.44) representam uma
reta r que passa por um ponto Po(xo, yo, Zo) € por um vetor diretor V', = (a, b, ¢). Até agora, supusemos
que as coordenadas do vetor v, sdo diferentes de zero. Entretanto, uma ou duas destas componentes
podem ser nulas. Entéo, analisemos cada casos:

3.26.1 Somente uma das Componentes do Vetor Diretor & Nula

Neste caso, 0 vetor é ortogonal a um dos eixos coordenados e, portanto, a reta r € paralela ao plano
dos outros eixos. Assim:

(@Sea=0ebc#0, vV, =(0,bc)L Ox..r| yOz, as equacdes de r ficam:

{ X = X
iy_}/O _ Z—=2

b c '

nas quais se verifica que, das coordenadas (x, y, z) de um ponto genérico / y
P da reta r, variam somente y e z, conservando-se x = xp. Isto significa

z X
gue a reta r estd num plano paralelo ao plano coordenado yz.

(b)Seb=0eac#0, vV, =(a0,c) L Oy..r| xOz as equagdes de r ficam:

y = n
i X — X1 - zZ— 1
a o c /

Das coordenadas de um ponto genérico P(x, y, z) da reta r variam somente / y

x e z, conservando-se y = yp. Logo, a reta se encontra num plano paralelo
X

ao plano xOz.

(c)Sec=0eab#0,V,=(ab0) L Oz. . r| xOy, as equacdes de r ficam:

{ zZz = 2
i X=X _ Y=Y
a b

Das coordenadas de um ponto genérico P(x, y, z) da reta r variam somente v
x € y, conservando-se z = z. A reta r estd num plano paralelo ao plano

x0y.
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3.26.2 Duas das Componentes do Vetor Diretor S3o Nulas

Neste caso, o vetor tem a dire¢cdo de um dos vetores da base candnica { 7', 7, = } e, portanto, a reta r
é paralela ao eixo que tem a dire¢do de 7', 7 ou & . Assim:

(@Sea=b=0ec#0,V,=(0,0c)|| % ..r| z as equagdes de r ficam:
1 X = X0 z
{ Yy = W ,heR
Lz = 2y + ch.

Costuma-se dizer, simplesmente, que as equacdes da reta r sdo:

{X_XO / g

y = Yo

subentendendo-se z variavel.

(b)Sea=c=0eb#0,V,=(0b0)| 7 ..r| y(Figura ??), as equagdes
de r ficam:
- x
Yo+ bh heR

= 2, /

——T——
N < X
Il

ou simplesmente:

subentendendo-se y variavel.

(c)Seb=c=0ea#0, vV =_(a0,0)| 7 ..r| x asequacdes de r ficam:

,{x = Xxp+ ah ‘
{ Y = Y  heR,
L V4 20
ou simplesmente:
y =X Y
{ z = 2, X

subentendendo-se x variavel.

[ Nota 20. Os eixos x, y € z sdo retas particulares. Assim, 0 eixo x € uma reta que passa pela )
origem 0O(0,0,0) e tem a direcdo do vetor 7 = (1,0, 0). Logo, suas equagdes sio:

y =0
z = 0

De forma andloga, as equacgdes do eixo Oy e do eixo Oz séo, respectivamente:

x = 0 x = 0
e
z =0 y = 0
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3.27 Paralelismo e Perpendicularismo entre Dois Planos

Sejam 0s planos ST 31X+b1y+612—|—d1 =0em: 32X+b2y+622+d2 = 0. Entéo, 71 = (31, b1, Cl) lme
T, = (a2, b2, ) L m,. As condigBes de paralelismo e de perpendicularismo de dois planos séo as mesmas
de seus respectivos vetores normais, isto €,

a b E

(a) T || Ty < 71 || 72 = =

2 bhoa e
dl b1 C1 dl ~ . .
Nota 21. Se — = — = — = — 0s planos sao coincidentes.
an b2 Co d2

(b) mlm o Wyl ny . aia+ biby+ e =0. L%Ij

3.28 Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano

Para uma reta r e um plano T, temos:

-, = r T ’ 7
@ rlim e vl ——— O rlr e V7.

3.28.1 CondigGes para que uma Reta Esteja Contida num Plano

Uma reta r esta contida num plano 7 se o vetor diretor v' de r é ortogonal ao vetor ', normal ao plano
7, € um ponto A pertencente a r pertence também ao plano.

Nota 22. Uma reta r esta também contida num plano = se dois pontos A e B pertencentes a r
pertencem a esse plano.

Exemplo 3.36. Determinar o angulo que aretar : X = (1,0,3) + t(—2,-1,1), Vt € R, forma com o
plano7:x+y —5=0.

Solugdo: A reta r tem a diregdo do vetor vV = (-2, —1,1) e 7 = (1,1,0) é um vetor normal ao plano.
Deste modo, temos:

V117 V(=22 + (-2 + 12 VIZr 1202 Ve V2 2v3 2
Logo ¢ = arcsen <§> = g rad.

- -2 —y-1 . .
Exemplo 3.37. Verificar se r: XT = yT = —z é perpendicular a7 : 9x — 6y —3z+5=0.

Solucdo: Sabe-se que areta r é perpendicular ao plano 7 se um vetor V' de r é colinear a um vetor 77,
normal ao plano. No caso presente, tem-se v = (3,-2,-1) e n = (9, -6, —3), respectivamente. Como
" =37V, os vetores sdo colineares e, portanto, r &€ perpendicular a .
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Exemplo 3.38. Determinar os valores de m e n paraque aretar : X = (2,1, -3) + t(1,1, —2) esteja
contidano plano 7 : mx + ny +2z—1=0.

Solugdo: A reta r passa pelo ponto A(2,1,—3) e tem a diregdo do vetor vV = (1,1, —2). Um vetor
normal ao plano = € 0" = (m, n,2). Para que r esteja contida em 7 é necessarioque v. L n e A € 7.
Portanto, procuramos m e n que satisfagam simultaneamente as duas condic¢des:

(1,1,-2)-(mn2) = 0 m+n—4 = 0
m2)+n(1)+2(=3)-1 = 0 | 2m4n-7 = 0

Resolvendo o sistema obtemos m = 3 e n = 1, de modo que a reta r esteja contida em .
Angulos
3.29 Angulo entre Duas Retas

Considere as retas r, que passa pelo ponto Py(x1, y1, z1) € tem a dire¢do de um vetor v'; = (a1, b, c1),
e ry, que passa pelo ponto Py(xo, y», z,) € tem a diregdo de um vetor V', = (ay, by, c2). Chama-se angulo

de duas retas r; e r, 0 menor angulo de um vetor diretor de r; e de um vetor diretor de r,. Logo, sendo ¢
— —
|Vi1- Vo

==
[Vl [Vl

b
ou, em coordenadas cos(f) = 2132 + bibz + 1| .
VaE+ B+ /a3 + b+

este angulo, tem-se: cosf = 0<o< g

Nota 23. # € 2°quadrante = cos(f) = — cos(m — 0).

= 3+h Lo
h ,he]RerQ:X—:y—Bzz

(
1

Exemplo 3.39. Calcular o angulo entre as retas r; : { 5
L = —1-2h

N < X
Il

Solugdo: Os vetores que definem as diregdes das retas r, e r, sdo, respectivamente, v'; = (1,1, —2)

ViV 1,1,-2)-(-2,1,1 —-2+41-2] 1
e Vo= (-21,1). Temos: cos(f) = [Vi-vel 101 =2) (2L _ | + |7_. Portanto,

Ve[ Ve] VIF1+4-VA+I+1 0 V6-V6 2

1 T
0 = — ) == rad
arccos(2> 3 ra

3.30 Angulo entre Dois Planos

Sejam os planos m; e m, cujos vetores normais sdo, respectiva-
mente, 71 = (31, b1, Cl) e 72 = (32, b2C2).

rlTe VL,

O angulo entre dois planos serd o menor angulo determinados pe-
los seus vetores normais. Sendo 6 este angulo, tem-se:

|71-72| ™
[l -l 2

cos(f) (3.48)

Exemplo 3.40. Determinar o &ngulo entre os planos 71 : 2x —3y +5z—8=0em :3x+2y +5z—4=0
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Solugdo: Os vetores n'; = (2, -3,5) e 2 = (3,2,5) séo vetores normais a estes respectivos planos,

temos: N
[T (2.-3,5)- (3.2,5)] 8|2

Tl Rl Ry (3Pt VR L2+ V8-V 38

25
Logo, 0 = — | =~ 48°51’.
g arccos (38>

cos(0)

Exemplo 3.41. Calcular os valores de m e n para que o plano m; : (2m — 1)x — 2y + nz — 3 = 0 seja
paralelo ao plano 7, : 4x +4y — z = 0.

ucao: V ni = m—1,—-2,n no = a4, — a0 Vi i T € T,
Solucdo: Os vetores n’ 2 1,-2,nen 4,4, —1) sdo vetores normais aos planos w; e
respectivamente. De acordo com a condicao de paralelismo entre dois planos, deve-se ter:

4 4 -1

2m—1_—_2_ n

Portanto -1 e
, m—= — n— —
2 2

3.31 Angulo entre uma Reta e um Plano

Seja uma reta r com a direcéo do vetor V' e um plano =, ?
sendo 7’ um vetor normal a .
O angulo ¢ que a reta r forma com o plano = é o com-

plemento do angulo # que a reta r forma com uma reta
normal ao plano. Tendo em vista que ¢ + 6 = g e, por-
tanto, cos(f) = sen(¢), vem, de acordo com a férmula:

V-7
sen(¢):ﬁ.0§¢§

3 (3.49)

3.32 Intersecao entre Dois Planos

Consideremos os planos néo paralelos 71 : 5x — 2y +z4+7=0em :3x -3y +z+4=0.

Sabemos que a equacéo de dois planos ndo paralelos é uma reta r cujas equacdes se deseja determi-
nar. Uma reta esta determinada quando se conhece dois de seus pontos ou um ponto e um vetor diretor
da mesma. Uma ponto pertence a reta intersecdo se suas coordenadas satisfazem simultaneamente a
equacdes dos dois plano, isto &, ele constitui uma solucéo do sistema:

5x =2y 4+z+7 = 0
3x—-3y+z+4 =

O sistema é indeterminado e, em termos de x, sua solucao é:
y = —2x-3
z = —-9x-—13
Estas sdo as equacdes reduzida da reta intersecdo dos planos m; e 7, sendo 0s pontos desta inter-

secao da forma:
(x,y,z) = (x, —2x — 3, —=9x — 13).
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Se atribuirmos valores a x na solugédo da sistema, encontraremos 0s pontos particulares da inter-
secéo dos planos m; e m,. Por exemplo, para x = 0, temos o ponto A(0, —3, —13) e para x = 1, 0 ponto
B(1, -5, —22). Ent&o, um vetor diretor da reta intersegéo é v = AB = (1, —2,-9) e as equacdes paramétri-
cas dessa reta, utilizado o ponto A, séo:

= t
—3 -2t
= —-13-0t

N < X
Il

[
2
(

Lembrando que uma reta € definida por um ponto e por um vetor diretor, as equacgfes desta intersecédo
podem ser encontradas de outra forma. Determinaremos primeiramente um ponto da reta de abscissa
zero, por exemplo. Entéo, fazendo x = 0 nas equacfes do sistema, resulta o sistema:

—2y+z+7 = 0
-3y+z+4 = 0
cuja solugdo é y = —3 e z = —13. Logo, um ponto da reta intersecédo é A(0, —3, —13). Como o vetor diretor
V desta reta é simultaneamente ortogonal aos vetores n'; = (5,—2,1) e ', = (3, -3, 1), normais aos
planos 7 e 7, respectivamente, v serd dado pelo produto vetorial de 7'y € 7'», isto é:
— — —
7 7 K
7:?1 XWQZ 5 21 1 :(1,—2,—9).
3 -3 1
Portanto, as equacdes reduzidas da reta séo
y = —2x-3
r:
z = —-9x—13

Como a interse¢do de dois planos ndo paralelos € sempre uma reta, € muito comum apresentar uma
reta através de um sistema cujas equacdes representam planos. No caso presente, se r € esta reta, temos:

. 5x =2y +z+7 = 0
| 3x-3y+z+4 =0

3.33 Intersecdao de Reta com Plano

Consideremos a reta

. y = 2x+3
"z = 3x—4

Para determinarmos o ponto de interse¢do /(x, y, z) da reta r com o plano 7 : 3x+5y —2z—9 = 0, suas
coordenadas devem verificar as equacgdes do sistema formado pelas equagdes de r e m, isto é

|

Resolvendo-se o sistema, obtém-se /(—2, —1, —10).
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3.33.1 Intersecao entre Plano e os Eixos e Planos Coordenados
Sejaoplano 7 :2x+3y+z—-6=0.

Interse¢cbes com os Eixos Coordenados: Como os pontos dos eixos sdo da forma (x,0,0), (0,y,0) e
(0,0, z), basta fazer na equagdo do plano duas variaveis iguais a zero se encontrar a terceira, e
assim obter as interse¢cdes com os eixos. Temos:

osey=z=0,2x—-6=0..x=3¢e A;(3,0,0) é ainterse¢do do plano = com o eixo dos x;
osex=z=0,3y—6=0..y =2e Ay(0,2,0) é aintersecio do plano = com o eixo dos y;
osex=y=0,z—6=0..z=06¢e A3(0,0,6) € ainterse¢do do plano = com o eixo dos z;

Interse¢cBes com os Planos Coordenados: Como as equacdes dos planos coordenados sdo x =0,y =0

e z = 0, basta fazer, na equacao do plano, uma variavel igual a zero para se encontrar um equacgéao
nas outras duas variaveis e, assim, obter as interse¢cdes com os planos coordenados. Entao:

. =0 P ~
osex=0,obtemos3y+z—6=0,0useja aretar : X € a intersecdo de 7 com
z = —-3y+6
o plano yOz;
. = 0 P ~
osey=0,obtemos2x+z—6=0,0useja aretar : Y € a intersecdo de 7 com
z = —2x+6
o plano xOz;
( z =0
o se z =0, obtemos 2x + 3y — 6 = 0, ou seja, areta r3 : i 2 ) € a intersecdo de 7
y = —3x+
3

com o plano xOy;

[ Nota 24. Seum plano 7 : ax + by + cz + d = 0 ndo é paralelo a nenhum dos planos coordenados

(a, b, ¢) # (0,0,0) e ndo passa pela origem d # 0, sua equagdo pode ser apresentada na forma
i + Z + E =1
P q r

denominada equagao segmentaria do plano na qual (p, 0, 0), (0, g,0) e (0,0, r) s&o os pontos onde
7 intercepta os eixos dos x, dos y e dos z, respectivamente.

Exemplo 3.42. Seja a equacgéo 2x + 3y +z — 6 = 0 ou 2x + 3y + z = 6. Dividindo ambos os membros
por 6, vem:
x y z
424221
3 + 2 + 6

e os pontos de intersecdo com os eixos dos x, dos y, e dos z sdo A;(3,0,0), A2(0,2,0) e A3(0,0,6),
respectivamente.

Distancias
3.34 Distancia entre Pontos

—
Dados os pontos Pi(x1, y1,21) € Pa(x2, y»2, 22), calculamos a disténcia entre eles, determinando o |P; Ps|.

—
Como PP, =P, — Py = (X2 — X1, Y2 — V1,22 — Zl), temos

d(P1, P2) = /(o = x1)? + (y2 — 1)? + (22 — 21)2 (3.50)
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Exemplo 3.43. Calcule a distancia entre os pontos Pi(1,3, —5) e P»(0,1, —7)

Solucdo: Conforme 3.50, temos:

d(P1, P2) = /(0 —1)2+ (1 =302+ (=7 — (=5))2 = \/(-1)2 + (-22 + (22 = VI T+ 4 + 4 = 3.

3.35 Distancia entre Ponto e Reta

Consideremos um ponto P o qual se quer determinar a distancia a uma reta r. Tomemaos um outro ponto
— ) _
qualquer A pertencente a reta r. Observemos que os vetores AP e o vetor diretor V' da reta r determinam
um paralelogramo cuja altura corresponde a distancia d(P, r) procurada.

Da area de paralelogramo, “base x altura”, temos:

— |AP x V| ’
v

Portanto, d(P, r) =

. . 1 ) _
Exemplo 3.44. Calcule a distancia entre o ponto P(1, —2,3) e areta xer 4 3 = z 2 3.

Solugdo: Um ponto de r é A(1, —2,3) e um vetor diretor de r € V' = (2,3, 4). Determinando o vetor
,ﬁ, temos AP = P — A = (2, —4,0). Deste modo, a distancia entre o ponto P e r, é:

d(P.r) = (2,-4,0)x (2,3,4)] _ |(~16,8,14)] _ +/(-16° +18+14 /776

= = = ~ 5,17
(2,3, 4)] V22 132 1 42 VE+9+16 V29

3.36 Distancia entre Ponto e Plano

Seja Py(xo, o, Z0) um ponto ndo pertencente a um plano = : ax + by + cz + d = 0. Para determinarmos
a disténcia d(Py, 7), tomemos um ponto A(xy, y1, z1) do plano. Observemos que esta distancia nada mais
—_—
é do que o modulo da projecdo de AP, na direcdo de um vetor normal " do plano =, ou seja,

— — (a, b, ©)
d(Po,w):‘proj?APo‘ - ‘ = O

APo’ﬁ (Xo—le)/o—)/l,ZO_zl)'\/ﬁ

n
a(xo — Xl) + b(yo — yl) + C(Zo — Zl)
Va? 4 b% + ¢2
|aX0 + byo + czg — axy — by; — C21|

Va? 4 b% + ¢?

Como A é um ponto do plano 7, satisfaz a condicdo ax; + by; + ¢z + d = 0. Portanto

. |ax0+byo+czo+d|
Va4 b2+ c?

Exemplo 3.45. Calcule a distancia entre o ponto P(1,—2,3) e o plano 2x + 3y — 6z 4+ 3 = 0.

d(Po, )

Solugdo: Um vetor diretor de 7 € 0" = (2,3, —6). Deste modo, temos:

d(Po. ) = 2-14+3-(=2)+(-6)-3+3[[2-6-18+3] |-19| ~ 271
22 432 4 (—6)2 V49 [
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Nota 25.

< A formula de distancia entre ponto e plano também ¢é aplicada a planos paralelos e plano e reta
paralelos.

o A distancia entre plano e reta, ndo paralelos, é zero. Idem para planos nao paralelos.

Exemplo 3.46. Calcule a distancia da reta

. y = 2x+3
' z = 2x+1

aoplano 7 :4x —4y +2z—-7=0.
Solugdo: A distancia entre r e w é zero, pois a reta ndo é paralela ao plano, de fato. Um vetor diretor
de ré VvV =(1,2,2) e um vetor normal de 7 € 7" = (4, —4,2), assim
V-n=4-8+8=4+#£0,

ouseja, v £ 7.

3.37 Distancia entre Duas Retas

Aqui, temos trés casos a estudar:

o Se as retas r; e r, sdo concorrentes, nada temos a calcular, a distancia é zero.

© Se asretas r; e r, sdo paralelas, reduzimos o calculo da distancia entre elas, ao caso de distancia entre
ponto e reta, ou seja,

d(rl,rz) = d(P, r1), Per ou d(rl, r2) = d(P, I‘2), Pen.

© Se as retas r; e r, Sa0 reversas, tomemos A; € 1 € A, € r, e observemos que 0s vetores diretores
. —_— ’ . pa
Ve V,dasretas r, e n, respectivamente, e o vetor A; A,, formam um paralelepipedo cuja altura é

F A A —_—
a distancia d(r, ) procurada. Como V = A, -d = | V1 x Va|-deomesmo V = |(V1, V2, AiA)],

entao

— = A

[(V1, V2, AlAY)|

— —
|V1>< V2|

d= d(rl, r2) = (351)

Exemplo 3.47. Calcule a distancia entre as retas
= 2 |
r: Y X+ 3 e s: {
z = 2x+1
(

Solugdo: Um vetor diretor de r € o vetor v, = (1,2,2) ede s é vV, = (2,—2,—1). Como n&o existe
um o € Rtal que V', = o - V, temos que r }f s. Verificaremos se r e s sdo reversas. Sejam R(0,3,1)
e 5(4,1,-2) pontos de r e s, respectivamente, e considere o vetor RS=S-R= (4,—2 —3). Temos o
seguinte produto misto:

= 442t
1-2t
2t

< < X
I

1 2 2
(VW VaRS)=|2 -2 —1|=6-8-8—(-16—12+2)=16+#0.
4 2 -3
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Deste modo, as retas r e s so coplanares e concorrentes, por ndo serem paralelas. Logo distancia entre

elas é zero.
» Gabarito .
:: 1 — [ — 1 — 1 — — 1 — — , —  — ::
o 31 3.2BP—5 AC — AB; A =5 C+§» B;CM:E-AB—AC 3.3 (b) ABCD é um losango (AC - BD = 0 mas ,,
:: 7 — m — 1 — —_— ::
o |AC| # |BD|) (c) X (5, %3) 34CX = T=m CB + Tvm CA 3.5 3.6 (a) umareta; (b) um paralelogramo. 3.7 CX (vide
m m
o — 1 —-— —_— - P — — — — — ::
o 3.4); AY = ? -CB - CA BZ = r -CA—-CB. 38 39 310 3.11 3.12 313 3.140X =(1—mOB+m-0C,; ,
o n P o
0o — — — — — 1 — —_— - _ — 0
§ AX = —OA+(1-mOB+m-0C. 3150X = (0A+0B+0C). 316 317x=1doux=-2 3187 =4-MN.
o 1 2 1l s o
» 319 Anulada.  3.20 CX = SCA+ 2CB 321 322(@Vi())V. 32306 = 3 - (OA+ OB + oc). 3.24(a) —1; () 1. 3.25 o
; 2 3.26 3'b 2 3.27 (9,33,3) 328( ! ! ! ) 3.29 (7 4 4) 3.303 3.31 1 ou :
o a=2. 26a=—; b= ——. . ,33,3). . - —,— . . - =, = ). . . 31m=— o
o 2 2 V3 V3 V3 9'9'9 o

o om=-3 3323/13ua 3336ua. 334x=20ux= ;- 335Ndo. 336m=0oum=10. 337m=090u
o m=-3. 3.38() (x,y,2z) =(2,1,2) + h(1,—-2,-1); (b) (x,y,z) = (4,1,0) + h(2,6,—2) 339@Per,b)P &r,(c)P &h
o 3.40 (x,y,2) = (1,—2,0) + h(2, 4, 1).

s =n o2 Superficies

4.1 Apresentacao

4.1 Definicdo. O conjunto S de todos os pon-
tos cujas coordenadas retangulares satisfazem =
a uma equacédo da forma f(x,y,z) = 0 é de- =
nominado superficie, ou seja, ‘

S={(xy,z) € R3f(x,y,z) = 0}.

Por exemplo, a equagédo (x —2)2 +(y —3)>=1
representa um cilindro circular reto (ver figura).

Temos que ser cautelosos com esta definicdo. Categoricamente, ela afirma que o conjunto dos pontos
que descrevem uma superficie satisfaz uma relagado do tipo f(x, y, z) = 0 e ndo que toda equagéo do tipo
f(x,y,z) = 0 é uma superficie. Uma relagéo f(x,y,z) = 0 pode ndo representar uma superficie. Por
exemplo, a equacdo x? + y? + z? = —1 ndo possui ponto que a satisfaca e, portanto, ndo representa lugar
geométrico algum. Ja para x + y? + 3z2 = 0 existe um Unico ponto que a satisfaz, o ponto (0, 0, 0).

4.2 Curvas no Espaco

4.2 Definicdo. Sejam S; e S, duas superficies de equagbes f(x,y,z) = 0 e g(x,y,z) = 0, respecti-
vamente. O conjunto C de todos os pontos cujas coordenadas satisfazem, simultaneamente, as duas
equacdes € denominada curva no espaco, isto &,

C=5NS={(xyz)eRf(x,y z)=0eg(xy z)=0)}

f(x,y,z) = 0

Assim, a equacao dos pontos satisfazem ao sistema {
gx.y.z) =
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Exemplo 4.1. Uma reta que possui a dire¢do do vetor v = (1,1, 1) e passa pela origem & a curva
Cl . x =7
Nz =y

2 2
. a . . , X<+ = 9
Exemplo 4.2. Uma circunferéncia de centro na origem e raio 3 no plano xy é acurva (; : { Y

z = 0

Exemplo 4.3. Uma parabola de vértice na origem, foco no ponto F(0,1,0) e situada no plano yz é a

72 = 4y

curva G5 : {
x = 0

Exemplo 4.4. Uma hipérbole de centro no ponto C(3,2,0), eixo focal paralelo ao Oz, comprimento dos

(22 (y-2)

semi-eixos real e imaginario, respectivamente, iguaisaa=3e2,éacurva (4 : 9 4

x = 3

4.3 Definicdao. O traco de uma superficie é a curva obtida ao interceptarmos-a com um plano.

4.3 Discussao e Esboco de uma Superficie

Da mesma maneira que para curvas planas, para construirmos uma superficie é necessario fazermos
antes a discusséo de sua equacdo de acordo com determinado itens que analisaremos aqui.

Numa discussao do grafico de uma superficie devemos considerar os seguintes itens:

1. Interse¢des com os eixos coordenados;
,{SﬂOX:yZZZO = f(x,0,0)=0
Seja S : f(x, y, z) = 0 uma superficie. Entdo: { S5NO0y:x=z=0 = f(0,y,0)=0".
(| $SNOz:x=y=0 = £(0,0,z)=0

2. Tracos sobre os planos coordenados;
,{Sﬂxy:z:O = f(x,y,0)=0
Seja S : f(x,y,z) = 0 uma superficie. Entdo: ¢ SNxz:y=0 = f(x,0,z)=0 .
LSﬂyz:x:O = f(0,y,2)=0

3. Simetria em relagdo a origem, eixos ou planos coordenados;

oum ponto Q se arelagdo P’ = Q + P_Q) é satisfeita.
Um ponto P’ é simétrico a P emrelacdo a: | o« umaretarse arelagdo P’ = Q + ﬁ\)) Q € R, é satisfeita.
o um plano 7 se arelagdo P’ = Q + WP Q € 7 é satisfeita.

Dizemos que uma superficie S é simétrica em relagéo a um ponto, reta ou plano, se cada ponto de S
possui um simétrico em S em relacdo a um ponto, reta ou plano.

4.4 Proposicdo. Seja S : f(x, y, z) = 0 uma superficie. Entéo, S é simétrica em relagdo & origem se
f(x,y,z) = f(—x,—y, —2).

Prova: Seja Q = (0,0,0) a origem do sistema Oxyz. P'(a, b, c) € S é simétrico de P(x,y,z) € S se
P =Q+ PQ,ou seja, (a,b,¢)=1(0,0,0)+ (—x,—y,—z) =>a=—x,b=—-yec=—z. O

4.5 Proposicdo. Seja S : f(x, y, z) = 0 uma superficie. Entdo, S é simétrica em relacéo ao eixo das
abscissas se f(x,y,z) = f(x,—y, —z); das ordenadas se f(x,y,z) = f(—x,y,—z) e em relagédo ao
eixo das cotas se f(x, y,z) = f(—x, —y, ).
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Prova: Seja A’ = (x, y», z) 0 simétrico de A(x, y1, z1) em relagcdo ao eixo das abscissas Ox. Entéo,

o ponto médio do segmento AA’ é

X+X y1+y2 z1+2
2 2 2

Os outros casos sdo provados de forma analoga.

M(x,0,0) = ( ) Sy =—yz1=—2.0

4.6 Proposicdo. Seja S : f(x,y,z) = 0 uma superficie. Entdo, S é simétrica em relagdo ao plano
xy se f(x,y,z) = f(x,y,—z); ao plano xz se f(x,y,z) = f(x,—y,z) e em relagdo ao plano yz se
f(x,y,z) =f(—x,y, 2).

Prova: Seja A’ = (x,y, z) 0 simétrico de A(x, y, z1) em relag@o ao plano xy. Entdo, o ponto
médio do segmento AA’ é
X+X y+y zn+2

M(X'y'o):( 2 2 2

Os outros casos sédo provados de forma analoga.

) Sz = —2.0

Secoes planas paralelas aos planos coordenados;

Uma boa idéia do aspecto desta superficie € obtida a partir da natureza de suas secdes planas.
Tais se¢Bes podem ser convenientemente determinadas por uma série de planos secantes paralelos
a um plano coordenado.

Por exemplo, planos paralelos ao plano xy pertencem a familia cuja equacdo é z = k, onde k é
uma constante arbitraria ou parametro. Entao a partir da equagdo da superficie temos f(x,y, z) =0,
z = k, como as equacgbes da curva de intersecdo para cada valor atribuido a k correspondente
a um definido plano secante, e essa curva encontra-se no plano z = k e sua natureza pode ser
determinada pelos métodos da geometria analitica plana.

Extensao.

Se a equacado de uma superficie é dada na forma f(x, y, z) = 0 tentamos resolvé-la para uma
das variaveis em funcao da outra. Uma tal solu¢édo para z em funcao de x e y pode ser escrita na
forma explicita z = F(x, y). Essa Ultima equacéo nos possibilita obter intervalos de valores reais que
as variaveis podem assumir. Esta informacéo € til na determinacéo da locacéo geral da superficie
no espaco coordenado; também indica se a superficie é fechada ou de extensédo indefinida. Analogo
para as variaveis x e y.

4.3.1 Exercicios Propostos

EP 4.1. Considere a superficie S : x> —2y? + xz — 4z +6 = 0.

(a) Determine uma equagéo da superficie simétrica de S em relacéo ao eixo x.

(b) Verifique se S é simétrica em relagéo ao plano yz.

(c) Determine e identifique a interse¢éo de S como plano: o : x =2; 3:z = 4.

EP 4.2. Esboce o grafico de cada uma das superficies.

(@) S:16x*+9y? +42z° — 144 =0 HS:9y2—x>2-9=0

0)S:(x—22-2y=0 (9) S:4y?+922-36y =0

(€)S:4x>—9(y —2)2+422=0 (h) S:4y? —9x% — 36z =0
(d)S:x>+y*+22+8x+4y —62z+13=0 (i) S : 9x% — 4y? + 3622 — 36x — 8y — 72z +32 =0

() S:36x%>—16y? — 922 —144 =0
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4.4 Translacao de Eixos Coordenados

Consideremos os sistemas coordenados Oxyz e O'x’y’Z’, onde o segundo é obtido através de uma

translagdo do primeiro, de modo que as coordenadas de O’, em relagdo ao sistema Oxyz é (xo, yo, Zo)-
V4

z Entédo, as equacdes de transformacéo entre os dois sistemas
séo:
2 o ,{ X = x—x
R . p“‘ Y = y—x
e Lo
1 v i T : Y As equacdes de translagao sao muito Uteis, principalmente, para
X‘O E— I» = L y 0 eshoco de curvas e de superficies.

4.5 Quadricas

4.7 Definicao. Uma superficie quadrica ou simplesmente quadrica € um conjunto de pontos do espaco
tridimensional, cujas coordenadas cartesianas satisfazem a equacao

ax> + by* + cz2? +dxy + exz+ fyz+gx+hy +iz+j =0, (4.52)

de grau dois, no maximo, a trés variaveis, em que pelo menos um dos coeficientes do termo de grau dois
é diferente de zero, ou seja, a, b, ¢, d, e ou f € diferente de zero.

Se o termo independente j da equacéo ( 4.52) for igual a zero, a quadrica passa pela origem.

Nota 26. A intersecdo de uma quadrica com os planos coordenados ou planos paralelos a eles,
resulta em uma cénica. Por exemplo, o traco obtido pela quadrica ( 4.52) e pelo plano z = 0 é uma
conica contida neste plano (ver equacao geral das conicas) ax? + by? + dxy + gx + hy +j = 0.

Por uma transformacéo de coordenadas podemos reduzir a equacao ( 4.52) da superficie quéadrica em:

A+ By’ +Cz22 = D (4.53)
A +By*+Cz = 0 (4.54)
A +By+Cz? = 0 (4.55)
Ax+ By’ +Cz2> = 0 (4.56)

As quadricas das em ( 4.53) sdo as quadricas com centro, e as dadas em ( 4.54), (4.55) e (4.56) sdo as
quadricas sem centro.

Constituem as superficies quadricas mais conhecidas: as Esferas, os paraboloides, as elipsoides, os
hiperboldides, os Cilindros e os Cones. Sao exemplos de quadricas, também, pares de planos, pontos ou
0 conjunto vazio. Estes podem ser representados por ( 4.52).

4.5.1 Quadricas com Centro

A quéadrica dada por (4.53) com A- B- C - D # 0 pode ter sua equacao transformada em:

2 2 2

X y zZ




GEOMETRIA ANALITICA
e é denominada forma canénica da quadrica com centro.

A depender do nimero de coeficientes positivos e negativos na equacao ( 4.57) temos que:

1. Se os trés coeficientes sdo negativos entdo nao existe lugar geométrico;
2. Se os trés coeficientes sao positivos entéo o lugar geométrico € um elipsdide;

3. Se dois coeficientes sao positivos e um negativo entdo o lugar geométrico € um hiperboldide de uma
folha;

4. Se dois coeficientes sédo negativos e um positivo entdo o lugar geométrico € um hiperboléide de duas
folhas;

Superficie Esférica

4.8 Definigao. Dados um ponto C € R® e um ntmero real r positivo e ndo nulo, a superficie esférica S
de centro em C e raio r é o lugar geométrico dos pontos do espaco que distam r de C.

Assim, para P(x,y,z) e C(xo, 0. 20), temos que: P € S se, e somente se, d(P, C) = r, ou seja,
(x—x0)+(y — )+ (z— 20)* = r?, (4.58)
a equagao reduzida da esfera.
Desenvolvendo-se os quadrados na equagéo ( 4.58), temos:
X2—|—y2—i-z2—2X0x—2y0y—2zoz—i-xg—i—yg—i-zg—r2 =0
que podemos escrever: x> + y? +z2 +ax + by +cz+d =0, {a b, c,d} € R, a equagdo geral da esfera.

Observe que as equacdes gerais de duas esferas concéntricas diferem apenas no termo independente
e que os coeficientes na equacéo ( 4.58) sao todos iguais a 1.

Exemplo 4.5. Determine a equacao da superficie esférica cujo um dos didmetros possui extremidades
nos pontos A(1, —3,2) e B(3, -1, 2).

Solugdo: O centro da superficie € o ponto médio do segmento AB, ou seja, C(2,—2,2) e o0 raio a
metade da distancia entre os pontos A e B, ou seja, r =
(x=2P2+(y+2)?%+(z—2)*=2.

Exemplo 4.6. Determine a equacao da superficie esférica cujo centro pertence aretas: x —2 =2y =z
e étangente aos planos m; : —x+2z+1=0em:x+2y —2=0.

%‘ =|(1,1,0)] = 2. Assim, a equagdo de S é

Solucdo: Como o centro da superficie pertence areta s, podemos escrever C(z+2, z/2, z), para algum
z € R. A medida do raio e as coordenadas do centro séo obtidas resolvendo-se as seguintes equacdes
r=d(C,m) = d(C,m). O conjunto solucdo das coordenadas do centro é {(7/3,1/6,1/3),(1,-1/2, —1)},
25 2v/5

enquanto que a medida do raio é {F c } Logo, as equages das superficies esféricas séo:

S1:(x—=7/3%4+(y—1/6)>+(z—1/3)2=4/45e Sy : (x — 12 + (y +1/2)® + (z + 1) = 4/5.

Exemplo 4.7. Determine as coordenadas do centro e o raio da superficie esférica de equacdo: —2x? —
2y? — 272 +8x+ 12y — 4z +22 =0.

Solucéo: Dividindo-se a equagéo por —2 obtemos: x? + y? + z? — 4x + —6y + 2z = 11. Completando-se
o0 quadrado, obteremos: (x —2)?+(y —3)?+(z+1)? = 25. Logo (2,3, —1) é o centro das superficie esférica
e 5 é o comprimento do raio.
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Plano Tangente a Superficie Esférica. Seja S uma superficie esférica e 7 um plano tal que SN = {T},
onde T é um ponto de tangéncia. Devemos notar que CT é normalar e que d(C, T) =r = |ﬁ'|.

Plano Secante a Superficie Esférica. Seja S : x*> + y? + 2% + ax + by + cz + d = 0 uma superficie esférica
decentroem C eraio r e m : mx—+ny+pz+q = 0um plano tal que Snw = {£}, onde ¢ é uma circunferéncia
de centro em C’ e raio r’. Devemos notar que

1 e { X2+y?+ 2 4+ax+by+cz+d =
o mx+ny+pz+q = 0 3. C'=snm;
2. areta s, que passa pelos pontos C e C/, 4. r? =r2—(d(C,C"))2our?=r>—(d(C n)>
€ uma reta normal ao plano T;

Elipséide

Uma elipséide € um conjunto de pontos cujas coordenadas,
em algum sistema, satisfaz a equacao

__|___|_Z_:1, (4.59)

nos quais a, b e ¢ representam ndmeros reais positivos e nao
nulos.

A elipséide de equacdo ( 4.59) é simétrica em relacdo a
origem, aos eixos coordenados x, y € z e aos planos coorde-
nados xy, xz e yz do sistema cartesiano tridimensional. Este
fato se deve a que os pontos (x, y, z), (x,—y, —2), (=x,y, —2),
(=x,—y,2), (x,y,—2), (x,—y, z) e (—x, y, z) satisfazem, respec-
tivamente, esta equagéo.

As intersecdes da elipsdide de equacao ( 4.59) com o plano

2 2
o z = k, tal que | k| < ¢, € uma elipse de equagéo X >~ + 4 s~ =1z=k
k k
2(1-=) p(1-=
c? c
- . ~ X2 Z2
oy = k, tal que |k| < b, é uma elipse de equagéo pE + N = l,y =k
2 (1_§> e (1_§>
i ) . y2 22
o x = k, tal que |k| < a, € uma elipse de equagao + =1,x=k

k2 K2\
b2 <1—§> C2 <1—§>

Observe que os comprimentos dos eixos da elipse diminuem a medida que os valores de |k| aumentam
e que, se a = b = ¢, 0 elipsoide é uma esfera de raio r = a.

Hiperboléide

Classificamos os hiperboldides em hiperboldide de uma folha e de duas folhas.
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Hiperboléide de uma folha

ZA

O hiperboléide de uma folha € um conjunto de pontos que satisfaz a uma
das seguintes equacdes

X2 y2 22
¥+p—§:1, (460)
_ X2 y2 Z2
\ 2 2 2
X y z=
; i L5t (4.62)

em que a, b e ¢ sdo ndimeros reais positivos.

Observe que o hiperboldide de uma folha de equacao ( 4.61) é simétrico em relacdo aos eixos e aos
planos coordenados e a origem (verifique!).
O plano z = k intercepta o hiperboldide de uma folha de equagéo ( 4.61) segundo a elipse de equagéo

2 2
X
LY

=1,z=k.
k? k2 '
a2 <1+—2> b? (1—1——2)
c c

Observe que os eixos da elipse crescem a medida que o valor absoluto |k| aumenta.

O plano y = k intercepta o hiperboldide de uma folha de equacéo ( 4.61) segundo a elipse de equagéo

x2 2 k2

k - . . . L.
Se 7 # 1, entdo a intersecdo é uma hipérbole, caso contrario, € um par de retas concorrentes.

O plano x = k intercepta o hiperboldide de uma folha de equacéo ( 4.61) segundo a elipse de equagéo
2 2 2
y z k
ﬁ‘z—l‘@+§)“—K

Hiperboléide de Duas Folhas

O hiperboléide de duas folhas € um conjunto de pontos que satisfaz a
uma das seguintes equacdes

X2 y2 22
_?_E_F?:l' (4.63)

., X2 2R
Y E_E_E:L (4.64)

X2 y2 22
_§+p_§:1' (4.65)

em que a, b e ¢ sdo numeros reais positivos.

Observe que o hiperboldide de duas folhas de equacao ( 4.64) é simétrico em relagdo aos eixos e aos
planos coordenados e a origem (verifique!).

O plano z = k, para |k| > c, intercepta o hiperbol6ide de duas folhas de equacéo ( 4.64) segundo a
elipse de equacéo
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O plano y = k intercepta o hiperboldide de duas folhas de equacéo ( 4.64) segundo uma hipérbole de

equacgao
_ =1,y=
k k
a2 (E_Fl) c? (E—i—l)

k .. . ., . . ~ 4
7 # 1, entdo a intersecdo € uma hipérbole, caso contrério, a intersecdo € um par de retas concorrentes

Se

O plano x = k intercepta o hiperbol6ide de duas folhas de equacédo ( 4.64) segundo uma elipse de

equacao
2 22

k2 k2 '
g (g+1) (%)

Exercicios Propostos

EP 4.3. Determinar o centro e o raio das circunferéncias

Il
o

€ X2y’ + 22 -2x—-2y+4z-3 = 0 6 x>+ y?+ 22 —6x+4y —2z—86
v 6x — 5y +2z+3 = 0 2 X2y —z49 = 0

EP 4.4. Determine as equagdes dos planos tangentes a superficie esférica (x — 1)> + (y —2)?2 +z2 =1
que sao paralelos ao plano 2x + y — z = 0.

EP 4.5. Seja S uma superficie esférica de equagdo x? + y? + z2 + 3x — 7y + 4z — 3 = 0. Verifique a
posicao relativa dos pontos O(0,0,0), P(1,5,2), Q(1,1,1) e R(0,2,1) em relacdo a S (interior, exterior ou
sobre S).

EP 4.6. Determinar o raio e as coordenadas do centro do circulo que se obtém seccionando a superficie
esférica x> + y?> + z2 = 16 comumplano 7 : x +y +z — 1 = 0.

EP 4.7. Dadaaesfera S: x?+ y? + z?> — 4x — 2y — 11 = 0. Encontre 0 Seu centro e seu raio.

EP 4.8. Verifique se as equac¢bes dadas sdo equacbes de superficies esféricas. Caso afirmativo, dé o
centro e o raio.

@ x>+ y?+22-2x+2y =0 (0)2x? +2y? +222 —6x+2y —4z+7=0

EP 4.9. Determine as equages das superficies esféricas definidas pelas seguintes condi¢des:

(a) Centro no ponto C(—4,2,3) e étangente ao plano 7 : 2x —y — 2z 4+ 7 = 0;
(b) O segmento que une A(6,2, —5) e B(—4,0,7) é o diametro;

(c) Centro na intersegdo de S : x> = 4(z — 1) com o eixo Oz e é tangente aretar: x =2y = z — 2;

(d)Centronaretar:{X N 0 e étangente aos planos a : x —2z—-8=0e(3:2x —z+5=0;
y =
y—2 =0

0 e étangente ao plano o : x+y —v3z+3 =0earetar: x =

(e) Centronareta s : {
V4
(0,1,-3)+ h(0,2,1), h € R.

EP 4.10. Os pontos A(2; —3; —5) e B(4;1;—3) sdo extremidades de um didmetro de uma superficie
esférica. Encontre sua equacao.
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4.5.2 Quadricas sem Centro

Ja as equacgdes em ( 4.54), (4.55) e (4.56), com ABC # 0, podem ser transformadas em

X2 y2

X2 Z2
2 2

y z

e sdo denominadas de formas candnicas de quadricas sem centro.

Conforme os termos de 2° grau apresentem coeficientes com o mesmo sinal ou sinais contrarios, temos
os paraboldides elipticos e os paraboloides hiperbdlicos, respectivamente.

Observe que em todas as deducfes consideramos os coeficientes das equacdes em (4.53 - 4.56) nao
nulos. Quando um ou mais coeficientes nestas equacdes é zero, a superficie correspondente, caso exista,
pode ser cilindrica, conica ou uma superficie degenerada (ex: planos, retas, ponto).

Paraboléides

Paraboléide Eliptico

2 Um paraboldide eliptico € um conjunto de pontos que satisfaz a uma das
seguintes equactes
X2 y2
CZ:¥+§, (469)
X2 22
2 2
_Y z

em que a, b e ¢ sdo numeros reais, sendo a e b positivos em (4.70), ae ¢
positivos em (4.71) e b e c positivos em ( 4.71).

Observe que o paraboléide eliptico de equacéo ( 4.70) é simétrico em relacdo ao eixo z e aos planos
xz e yz (verifique!).

As intersec¢des do paraboldide eliptico de equacéo (4.70) com o plano:

© z = k, tal que ck > 0, é uma elipse de equacéo )

oy = k é uma parabola de equagdo x> = a’c (z - —

x = k.

SHEEN
~— ~— 4+
<
Il
==

p . ~ k2
o x = k € uma parabola de equagio y? = b’c <z -—
ca

Paraboléide Hiperbdlico
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Um paraboloide hiperbdlico € um conjunto de pontos que satisfaz
a uma das seguintes equacdes

X2 y2
X2 22
y 2 2
y z

em que a, b e ¢ sdo nuameros reais, sendo ae b, ae c e b e c,

estritamente positivos em, respectivamente, (4.72), (4.73) e (4.74).
Observe que o paraboldide hiperbdlico de equacédo ( 4.72) é

simétrico em relagcdo ao eixo z e aos planos xz e yz (verifique!).

As intersecdes do paraboléide hiperbdlico de equacgéo ( 4.72) com o plano:
X2 y2

oz = k, k # 0, é uma hipérbole de equacédo k2 kB

=1,z = k. Quando z = 0 temos um par de

. o ~ b
retas cujas equagdes séo y = +—x.
a

. 8 N k?
oy = k é uma parabola de equacio x> = a’c <z + m) Ly =k.

L . ~ k?
o x = k é uma parabola de equacéo y?> = —b%c (z — E) X = k.

Nota 27. Devido ao formato do seu grafico, o paraboldide hiperbdlico também é conhecido como
sela.

O estudo das intersecdes e das simetrias para as equagdes ( 4.73) e ( 4.74) deve ser feito pelo leitor.

4.6 Superficies Cilindricas

Uma superficie cilindrica é a superficie gerada por uma reta
(geratriz) que se move de maneira que é sempre paralela a uma
reta r fixa e passe sempre por uma curva C (diretriz) fixa dada.

Para encontrarmos uma equac¢do de uma superficie cilindrica
devemos estabelecer uma relagdo entre 0os pontos arbitrarios
P(x,y,z) da superficie e Q(a, b, ¢), proje¢do de P na diretriz.
Esta relacdo é obtida pelo paralelismo entre os vetores a:’ eo
diretor da reta fixa dada.

Por exemplo, consideremos a geratriz C : f(x, y) = 0; z = 0 de uma superficie cilindrica S, V' = (m, n, p)
o vetor diretor de uma geratriz de S, P(x, y, z) um ponto arbitrario de S e Q(a, b,c) € C a projecédo de P
sobre a diretriz C. Portanto,

—

QP =)V, ) eR.

Segue que as equages das geratrizes sdo: (x —a,y — b,z — ¢) = A(m, n, p). Assim

,{a = x—Am
{ b = y—2An
Lec = z=Ap
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Como Q € C, f(a, b) = 0; c = 0. Isto resulta em uma equacéo da superficie cilindrica procurada.

Exemplo 4.8. Determine a equacao da superficie cilindrica cuja diretriz é parabola C : x> =4y;z=0¢e
cuja geratriz tem parametros diretores v = (1,1, 3).

Solugdo: Tomemos P(x,y, z) um ponto arbitrario da superficie S e Q(a, b, c) um ponto arbitrario da
—
curva C tal que @ € a projegdo de P em C. Logo, QP = AV, ou seja, (x—a,y — b, z— c) = (1,1, 3). Desta
forma,

,{a = X—A
{ b = y—2X
L ¢ = z— 3\

Como Q € C,
2 _ V)2 _
a® = 4b N (x=XA)2* = 4(y—-XN
c = 0 z—3X = 0

Assim, \ = % e 9x? 4+ 22 — 6xz — 36y — 12z = 0 é uma equacao da superficie procurada.

4.9 Proposicdo. Considere uma superficie cilindrica.

(a) Se a sua curva diretriz esta no plano xy com equagao f(x,y) = 0 e as retas geratrizes séo paralelas
ao vetor v = (a, b, 1), entdo a sua equagao é: f(x — az,y — bz) = 0.

(b) Se a sua curva diretriz esta no plano xz com equagao f(x, z) = 0 e as retas geratrizes sdo paralelas
ao vetor v = (a, 1, c¢), entdo a sua equagéo é: f(x —ay,z — cy) = 0.

(c) Se a sua curva diretriz esta no plano yz com equagao f(y, z) = 0 e as retas geratrizes sdo paralelas
ao vetor v = (1, b, ¢), entdo a sua equagdo é: f(y — bx,z — cx) = 0.

Exemplo 4.9. Mostrar que a superficie de equagéo —3x? + 3y? + 2xz + 4yz + z?> = 27 € uma superficie
cilindrica.

Solucdo: Fazendo-se z = 0, obtemos a curva de equagio —3x? + 3y? = 27, candidata a diretriz no
plano xy.

Em seguida, substituindo-se x por x — az e y por y — 3z nesta Ultima equagao obtemos

—3(x — az)® +3(y — B2)? = —3x* + 3y* + 6axz — 68yz + (—3a? + 33%)2* = 27.

- 1 . o
Comparando-se com a equacao da superficie obtemos que « = 3 ef= KR Concluséo: A superficie

ae . 1 N
cilindrica, com retas geratrizes paralelas ao vetor v = (5; 1; ?> e com curva diretriz —3x? + 3y? = 27.

4.10 Teorema. S é uma superficie cilindrica reta, cuja geratriz € perpendicular ao plano coordenado que
contém a diretriz se, e somente se, a sua equacado € desprovida da variavel ndo medida no referido plano.
Além disso, a equacéo de S é a equacao da sua diretriz.

Prova: Suponha P(x, y, z) sobre a superficie cilindrica S tendo C : f(x,y) = 0;z = 0 por diretriz e de
geratrizes paralelas ao eixo das cotas Oz. Entdo, por construgdo, a projecéo Q(a, b, ¢) de P na direcéo do
eixo Oz cai sobre C, satisfazendo a f(x, y) = 0; z = 0. Portanto, f(x, y) = 0.

Reciprocamente, se P(x, y, z) é tal que f(x, y) = 0, isso indica que P se projeta paralelamente ao eixo
Oz no plano xy em um ponto de C. Logo, por construgdo de S, P € S. O

Nota 28. Uma superficie cilindrica € quadrica quando sua equagdo cartesiana f(x,y) = 0
(f(x,z) = 0ou f(y,z) = 0) é a mesma equagdo de uma cbdnica no plano xy (xz ou yz). O Cilindro
pode ainda ser batizado de eliptico, hiperbolico ou Parabdlico, conforme a cénica mencionada.
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Exercicios Propostos

EP 4.11. Determine, em cada item, uma equacéo da superficie cilindrica, de diretriz C, cujas geratrizes
sdo paralelas a reta r. Esboce as superficies.

2_4y2—4 = 0
(a)C:{X Y 0 er:(x,y,z)=(1,0,2)+¢(0,0,1), t € R;

Z =

2 2 _
(b)C:{ 0z T = 36 er:(x,y.z)=(0,20)+t(0,10),t € R;
y =

2 — — =
(C)C:{y_4(z 4) 8 er:x=1-y=z-2;
X =

0 er:(x,y,z)=(0,1,2)+t(4,1,1), t e R;

(d)C'{ 42 + 22 + 4z + y?
y =

= 3 - -1
(e) C: X er. XY _2 .
4 = 0 4
EP 4.12. Dada a superficie cilindrica S, determine em cada item, uma equacao da diretriz e a direcéo
da geratriz. Esboce as superficies.
@S:(x—4)2+4y+32-16=0(0)S:y>—4y —4z—-4=0

EP 4.13. Determine a equacéo da superficie cilindrica cuja diretriz € parabola C : x> = 4y; z = 0 e cujas
geratrizes sdo paralelas ao eixo das cotas.

EP 4.14. Esboce a superficie S de equacgéo x? + z? = 4.

EP 4.15. Considere as superficies S; : (x? +y? +22°)2 = 4(x* + y?) e S : (x® + y?)? — 4x> + 4y? = 0.

(a) Mostre que as superficies sdo cilindricas e determine a equacéo da geratriz.

(b) Esboce as superficies.

4.7 Superficies de Revolucao

Uma superficie gerada pela rotacdo de uma curva plana (geratriz) em torno de uma reta fixa dada
(eixo de revolucédo) é chamada de superficie de revolucdo. Qualquer posicdo da geratriz € chamada
secdo meridiana e cada circunferéncia descrita por um ponto sobre a geratriz € denominada paralelo da
superficie. Um exemplo ja visto no estudo de geografia € o da superficie terrestre que é considerada,

aproximadamente, uma superficie esférica, e assim, pode ser obtida ao girarmos um semicirculo em torno
do diametro.

4.7.1 Equacao da Superficie de Revolucao

Seja S uma superficie obtida ao girarmos uma curva

G:{ flx.y.2)

hx, y. 2) (geratriz)
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em torno da reta r :
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(x,y,2) = (%0, Y0, 20) + t(a, b, c), t € R. Se consideramos G como sendo uma curva

em um dos planos coordenados e r como sendo um dos eixos coordenados contido no mesmo plano que
contém S, teremos 6 casos a analisar:

1 Caso. Sejam G = {(x,y,z) € R3f(y,z) = 0 e x = 0} a geratriz da superficie de revolugdo S; contida

no plano yz, P(x,y,z) € S um ponto qualquer e Oz o eixo de revolugdo. O paralelo passando por

P intercepta G num ponto P’(x’,y’,z'). E claro que z = 2z’ (/).

O centro desse paralelo é C(0,0, z)

e P'(0,y’,z). Como P e P’ estdo numa mesma circunferéncia temos que d(P, C) = d(P’, C), ou seja,

\/(X—0)2+(y—0)2+(2—

Usando as equagoes (/), (/1) e (/11), obtemos: S; : f(+

22 = /(0—0)2 + (y' — 0)2 + (z — 2)°. Segue que y' = +,/x + 2 (I).

{

Como P’ € G,

f‘ ! / —
(y/_zg 0 (111

P%
x2+y?,z)=0.

2 Caso. Sejam G = {(x,y,z) € R3;f(y,z) = 0 e x = 0} a geratriz da superficie de revolucdo S; contida

no plano yz, P(x, y,z) € S; um ponto qualquer e Oy o eixo de revolugdo. Mostra-se, de maneira analoga,
ao que foi feito no item anterior que S, : f(y, +v/x2 + z2) = 0.

Podemos resumir todos 0s seis casos na seguinte tabela:

Planos das geratrizes

Xy | Xz | vz
c { f(x,y) = 0 { f(x,z) = 0 { fly,z) = 0
z = 0 y =0 x = 0

‘ ER Ox ‘ Oy Ox ‘ Oz Oy ‘ Oz ‘
y X z X z y
Subst 1 1 ! 1 ! !
/P + 22 | 2R+ | 222 | £y | 222 | /)2

( Assim, para determinarmos uma equagédo da superficie de revolugéo, devemos:

1. Determinar o plano e o tipo da equacéo da geratriz;

2. Determinar o eixo de revolucgéo;

3. Observar qual a variavel que néo esta sendo utilizada na equacéo da geratriz;

4. Observar qual variavel do eixo que ndo pode ser o eixo de rotacao;

5. Substituir na 12 equacédo da geratriz a variavel do item 4 por + a raiz quadrada da soma dos
| guadrados da prépria e da variavel do 3° item.

Exemplo 4.10. Determinar uma equagdo da superficie de revolugdo gerada pela rotagdo da curva
c { x? — 272

y
Solugdo: Plano: xz e eixo de rotagdo: Ox. Assim: z — +./y2 + z2. Logo, x*> — 2(£,/y2 + z2)? =1,
ou seja, x> — 2y? — 222 = 1. O traco obtido ao interceptarmos a superficie com o plano xz € a hipérbole
x? — 222 =1, de centro em C(0, 0, 0), eixo focal sobre o eixo das abscissas, comprimento dos eixos real
(2a) e imaginario 2b iguais a, respectivamente, 2 e /2.

em torno do eixo-x.

Exemplo 4.11. Determinar uma equacgdo da superficie de revolucdo gerada pela rotagdo da curva
C { x2 — 222

y
96|

em torno do eixo-z.




Solugéo: Plano: xz e eixo de rotagdo: Oz. Assim: x — £./x2 + y2. Logo, (+/x>+ y?)? — 222 = 1,
ou seja, x> + y? — 222 = 1. O traco obtido ao interceptarmos a superficie com o plano xz é a hipérbole
x? — 222 =1, de centro em C(0, 0, 0), eixo focal sobre o eixo das abscissas, comprimento dos eixos real
(2a) e imaginario 2b iguais a, respectivamente, 2 e v/2. Ao rotacionarmos em torno do eixo Oz obtemos
uma hiperboléide de uma folha.

Exemplo 4.12. Mostre que a equacdo x> + y?> — 2z2 = 0 representa uma superficie de revolucéo;
determine seu eixo de revolucdo e as equacdes de uma das geratrizes num plano contendo o eixo.

Solugdo: Mostraremos, inicialmente, que as interse¢des das superficies com os planos perpendicu-
lares ao eixo de revolucdo séo circunferéncias cujos centros se encontram sobre o referido eixo.

Os planos z = k interceptam a superficie em circunferéncias:

X4y = 2K
z = k

de centro em C(0, 0, k) e raio v/2k.

Logo, a equacao representa uma superficie de revolugdo cujo eixo de rev-
olucéo é o eixo Oz.

O eixo Oz se encontra no plano xz ou no plano yz.

2— 2 = =
SAxr X 2z 0 X +2z
y =0 y =0
2222 =0 = ++/2
SNyz= y z y v2z

4.7.2 Exercicios Propostos

EP 4.16. Em cada um dos seguintes itens abaixo abaixo, determine uma equacéo da superficie de
revolucdo, gerada pela rotacao da curva C, em torno do eixo especificado. Esboce a superficie.

2 92 - 1 N = ) =
@c:] Exox  (d)c:4 XTU+2) > Eixos: 4 VT 0
y = O z = 2 2_2 == O
2 _n2 _ )2 2 _ 5
by c:4 X % L' Eixo 2 @ c. i -1+ (z+2) % Eixos:e ¥ 2 =0
y =0 y—-2 =0 x—1 =0
x—y = 10 _ -2 =0 _ —4 =0
©c:.) XY Eixo y hc:d” Eixos:?
z =0 y+3 =0 y+3 =0

EP 4.17. Mostre, em cada um dos itens abaixo, que a equacgdo dada representa uma superficie de
revolucdo, e determine seu eixo de revolucdo e as equacdes de uma das geratrizes num plano contendo o
eixo. Esbhoce a superficie.

@ S:x>+y>—-222=0 (d)S:x?y+22y—-1=0
(b)S:2x>+222—-y—-8=0 € S:(x—1)2-5y—-3)2-5z+2)2-25=0
(c)S:e>*—y?—-22=0 HS:4x—22+(y—4)2+4z+1)2?-16=0
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_- GEOMETRIA ANALITICA

Gabarito
4.1 (a) x*> — 2y? — xz + 4z + 6 = 0; (b) N&o; (c) Intersegéo com « : y> = —(z — 5); parabola de vétice (2, 0, 5); eixo focal paralelo ao
2 2 2
eixo z. Intersecdo com 3 : (x J1r4 ) — y7 = 1; hipérbole de centro (—2, 0, 4); eixo focal paralelo ao eixo x. 4.2 4.3¢&;: C(1,1,-2),

R =3 & :C(—-1,23),R =38 442x +y —z—4++6 = 0. 4.5 (a) O é interior a S; (b) P é exterior a S; (C) Q esta
2 1 2

sobre S; (d) R é interior a S. 46r = 4, C (5' 5 75)' 4.7 C(2,1,0); r = 4. 4.8 (a) Sim; C(1,1,0); R = V2. (b)

Ndo. 49@) (x+42+(y—2P2+(z—-32=90) (x =1+ (y—1)°+ (z— 1) = 62; (c) 9x* + 9y + 9(z — 1)> = 5; (d)

5(x+2)? +5y? +5(z+11)2 = 144 ou 5(x +2)? +5y> +5(z+3)? = 16; (€) x> + (y — 2)> + 2% = 5 0u (2x — 5)2 + 4(y — 2)? + 42% = 45.

410 (x =32 +(y+ 1)+ (z+4)* =6
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